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Soit p un nombre premier. Soient k un corps parfait de caracteristique p,W = W(k) l'anneau des vecteurs 
de Witt a coefficients dans k, Kq son corps des fractions et K une extension finie de Kq totalement ramifiee 
de degre e. Notons Gk le groupe de Galois absolu de K et fixons un entier r € {0, . . . ,p — 2}. A partir de ces 
donnees, Breuil a defini dans [5] et [5] une certaine categorie de modules de torsion, notee Mod,^ dans cet 
article (et dont la definition est rappelee en !2.ip . Celle-ci permet via un foncteur T st de construire certaines 
Fp-representations du groupe Gk- Les representations ainsi obtenues sont interessantes pour au moins deux 
raisons : d'une part, elles contiennent un grand nombre de representations de nature geometrique (donnees 
typiquement par la cohomologie etale des varietes), et d'autre part elles regroupent tous les quotients annules 
par p de deux reseaux a l'interieur d'une meme representation semi-stable a poids de Hodge- Tate compris 
entre et r. Ainsi la comprehension de cette categorie et du foncteur associe permet-elle d'obtenir diverses 
informations generales pouvant trouver des applications variees (voir par exemple [10j . [18j . [14] ) . 

Lorsque er < p— 1, la situation est plutot bien comprise : on sait, par les resultats de [TO] , que la categorie 
Mod^^ est abelienne et que le foncteur T st est exact et pleinement fidele. Ainsi, en un certain sens, on 
ramene l'etude de ces objets compliques que sont les representations galoisiennes a des questions d'algebre 



(semi-)lineaire d'apparence plus simple. Cependant, lorsque er ^ p — 1, les deux resultats essentiels cites 
precedemment sont facilement mis en defaut. Le but de cet article est de degager la structure generale de 
la categorie Modf ~ W et du foncteur T st : on prouve essentiellement que Mod*^ admet une sous-categorie 

/b I b 

pleine0 Max^^ (dont les objets sont qualifies de maximaux) qui est abelienne et en restriction a laquelle le 

/ b 

foncteur T st est exact et pleinement fidele. De plus, on construit un foncteur Max : Mod^^ — > M&x^'^ qui 

permet de realiser Max^-^ egalement comme un quotient de Mod^^. On a en outre T st o Max = T st , ce qui 

/s /s 

assure en particulier que la categorie Max^^f est suffisamment grosse pour etre interessante ; en tout cas, elle 

/ b 

capture autant de representations galoisiennes que ne le fait Mod ' s 

I b 

Afin de presenter les resultats obtenus de fagon quelque peu systematique, nous avons choisi d'isoler dans 
une premiere section toute une axiomatique dont l'aboutissement est la notion de pylonet qui sera centrale 

dans la suite du texte, puisque c'est elle qui decrit avec precision la structure de Mod*-^ et T st . Cette 

/ ° 

premiere section est done tout a fait generale et abstraite : on s'y borne essentiellement a mener certains 
developpements sur les categories fibrees. 

Avec la deuxieme section, on entre dans le vif du sujet : on donne les definitions des categories de mo- 
dules et les foncteurs evoquees precedemment puis on montre que T st definit un pylonet (theoreme I2.3.3|) . 
La construction de la sous-categorie Max^^ et du foncteur Max dont il a ete question auparavant decoule 
alors de Petude generale de la premiere partic. La section se termine par la preuve de la pleine fidelite de 

T st en restriction a Max*^ (theoreme 12.4. f \ . On notera que les methodes de demonstration sont radicale- 

/ & 

ment differentes de celles utilisees dans [10] ; elles sont, selon nous, beaucoup plus conceptuelles, et semblent 
egalement avoir une portee bien plus importante. 

Dans la troisieme section, nous nous efforgons de rendre plus concretes les constructions faites dans la 
section [2 notamment en ce qui concerne les noyaux, les conoyaux et le foncteur Max. Pour cela, on est amene 
a introduire la notion d'objets T st -reduits. On montre que leur categorie, notee Recr- , est equivalente a 

Modf-^, puis on explique comment de nombreuses constructions se realisent dans Red,^. On demontre 

/ b /b 

egalement une formulc de reciprocite totalement explicite (meme si elle reste un peu compliquee a exprimer) 
qui permet de retrouver l'unique objet de M&x^/^ correspondant a une representation donnee. Combine au 

/ b 

resultat de [11], cela donne en particulier une recette pour calculer la cohomologie log-cristalline de la fibre 
speciale d'une variete X a reduction semi-stable sur Ok en fonction de la cohomologie etale p-adique de X K . 
(Dans la reference precedente, on obtenait simplement une formulc pour allcr dans Pautre sens.) 

Dans la derniere section, nous poursuivons notre investigation principalement en nous interessant a cer- 
taines variantes de la categorie Mod^^ obtenues en introduisant des coefficients ou des donnees de descente. 

/ b 

Dans les deux cas, on montre que Pon obtient encore des pylonets et que la restriction de T st aux objets maxi- 
maux correspondant est a nouveau exacte et pleinement fidele. Soulignons que ces variantes intcrviennent de 
fagon cruciale dans [T7] pour etudier certains problemes de modularite de representations galoisiennes lies a la 
generalisation par Buzzard, Diamond et Jarvis de la conjecture de modularite de Serre (voir [8] pour Penoncc 
de cette generalisation). Bien que n'etant pas logiquement necessaire, il nous semble que le cadre theorique 
fourni par cet article eclaire de fagon spectaculaire les calculs de [17], §3.4 (voir aussi [12] a ce sujet). 

Nous etudions ensuite une troisieme variante, qui est cellc que Pon obtient lorsque Pon ne considere que 
les objets qui s'ecrivent comme quotients de deux modules fortement divisibles, et done qui correspondent a 
des quotients de deux reseaux dans une representation semi-stable. Encore une fois, on obtient des resultats 
analogues : le foncteur T st definit un pylonet et sa restriction a la sous-categorie des objets maximaux est 
exacte et pleinement fidele. Finalement, on donne une description complete des objets simples de Max^-f^ (et 

de sa variante avec coefficients) lorsque le corps residuel k est algebriquement clos. 



1 Notion de pylonet 

Ce premier chapitre est tres general et tres formel : on y developpe une certaine axiomatique de ce que Pon 
appelle des pylonets et qui sont des « categories fibrees en sup-semi-treillis satisfaisant la condition de chaine 

1 Lorsque er < p — 1, on a Max^^^g = Mod^^ (autrement dit, tout objet est maximal, et on retrouve la situation etablie 
dans [10]. 



croissante ». Les exemples et applications seront donnes dans les chapitres ulterieurs, lorsque Ton s'interessa 
plus precisement aux representations p-adiques. 

Dans la suite si C est une categorie, on notera parfois C £ C pour dire que C est un objet de C. La donncc 
de depart de notre travail est celle de deux categories C et A et d'un foncteur T : C — > A (sur lequel pour 
l'instant on ne fait aucune hypothese) que l'on s'efforcera de considerer comme une fibration. 



1.1 Categories fibres 

Soit T : C — ► A un foncteur covarian10. Fixons A un objet de A. II y a deux definitions naturelles pour la 
fibre de T au-dessus de A qui sont : 

- la categorie Fa dont les objets sont les objets C de C tels que T{C) = A (ceci est une vraie egalite!) et 
dont les morphismes sont les fleches de C qui s'envoient sur l'identite de A par le foncteur T ; 

- la categorie Ta dont les objets sont les couples (C, /) ou C £ C et / : T{C) A est un isomorphisme, 
un morphisme de (C, /) dans (C, /') etant la donnee de g € Honic(C, C) verifiant / = /' o T(g). 

L'objet A etant toujours fixe, les deux categories Fa et J- a ne sont en general pas equivalentes. Precisement, 
on dispose d'un foncteur pleinement fidele Fa — > Fa defini par C i— > (C, id). L'esscnticlle surjectivite n'est 
par contre pas automatique, mais equivaut par definition a l'axiome suivant : 

(AxO) Pour tout C € C et tout isomorphisme (dans A) f : T(C) — > A' , il existe un isomorphisme 
(dans C) g : C C tel que T(g) = f (et done T(C) = A'). 

On remarquera que cet axiome est une version tres affaiblie de l'axiome usuel de changement de base qui 
apparait par exemple dans la theorie des champs (algebriques). Nous ne pouvons nous permettre dans cet 
article de supposer l'axiome usuel de changement de base, car il sera tres loin d'etre satisfait dans les exemples 
que nous souhaitons traiter. 

II faut remarquer que (AxO) n'est pas du tout contraignant. En effet, s'il n'est pas verifie, il est toujours 
possible de remplacer C par une categorie equivalente Comp(C,T) pour laquelle l'axiome est satisfahH. Cette 
categorie Comp(C,T) est obtenue comme suit : 

- ses objets sont les triplets (C, A, /) ou C S C, A g A et / : T(C) — > A est un isomorphisme ; 

un morphisme de (C,A,f) dans (C,A',f) est la donnee de deux morphismes g € Homc(C, C) et 
h € Hom_4(j4, A') faisant commuter le diagramme suivant : 



T(C)- 
T(C) 



A 



J" 



A' 



II est facile de verifier que le foncteur C — > Comp(C, T), C t— » (C, T(C), id) est une equivalence de categories. 
De plus, T : C — > A se factorise par Comp(C, T) grace au foncteur precedent et au foncteur, que nous notons 
encore T, Comp(C, T) — » A, (C, A, /) i— > A. Ce dernier verifie l'axiome (AxO). 

Dans la suite de cette section, pour simplifier les ecritures (par exemple ceci nous permettra de travaillcr 
avec les fibres Fa au lieu de Fa), nous supposerons tres frequemment l'axiome (AxO). Malgre tout, lc 
lecteur doit garder a Pesprit que ce n'est pas du tout essentiel, et que tous les resultats obtenus ne faisant 
pas intervenir de veritables egalites entre objets (mais seulement des isomorphismes) demeurent vrais sans 
aucune modification si Vhypothese (AxO) est relachee. En realite, dans les applications que l'on va developper 
dans les sections suivantes, l'axiome (AxO) ne sera que tres rarement satisfait. 



1.2 Le foncteur Max 

En supplement de (AxO), nous introduisons les trois axiomes suivants : 

2 Dans les applications, le foncteur T sera en realite plutot contravariant. Cependant, quitte a remplacer A par sa categorie 
opposee, cela ne modifie en rien la theorie. Nous preferons done, pour ce premier chapitre, ne pas introduire cette complication 
inutile. 

3 Apres ce remplacement, les fibres Ta restent inchangees contrairement aux Fa- La premiere notion de fibre que nous 
evoquions n'est done pas robuste, dans le sens ou elle depend de C a l'interieur meme d'une classe d'equivalence de categories 
(ou plus exactement de fibrations). Plus precisement, les Fa obtenus dans une de ces classes admettent, en un certain sens, un 
element maximal qui n'est autre que Ta- 



(Axl) Le foncteur T est fidele. 

(Ax2) Les categories C et A admettent des sommes amalgamees, et le foncteur T y est compatible. 

(Ax3) Pour tout A G A, soit la categorie Ta est vide, soit elle admet un objet final. 

Dans ce paragraphc, nous supposons simplcmcnt (AxO), (Ax2) ct (Ax3). Nous avons prefere introduirc 
(Axl) des a present car, comme nous allons le voir, il joue deja un role particulier dans la situation que nous 
allons presenter. 

Nous construisons un foncteur Max : C — > C comme suit. Pour tout objet A de A dont la fibre est non 
vide, choisissons un objet final Fin (A) de la categorie Fa- Sur les objets, le foncteur Max est defini par 
Max(C) = Fin(T(C)). Le fait que C soit un objet de la fibre -FV(C) fournit un morphisme canonique i^ ax : 
C — > Max(C) dans la categorie C verifiant T(i^ iax ) = idxm) - H reste a definir Max(/) lorsque / : C\ — > C 2 est 
un morphisme dans C. Considerons pour cela C 2 — C 2 ©Ci Max(Ci) la somme amalgamee du diagramme : 

Max(Ci) 



max 



Ci 



C 2 



Notons J : C2 — > C' 2 et /' : Max(Ci) — > C 2 les morphismes correspondants. Comme T est compatible 
aux sommes amalgamees, quitte a modifier C' 2 par un objet isomorphe (ce que Ton peut faire par l'axiomc 
(AxO)) T(C 2 ) = T(C 2 ), T(l') = id T(C2) et T(f') = T(f). On en dcduit que C' 2 est un objet de F T{C2) , d'ou 

on obtient le morphisme i m i x : C 2 — > Max(C"2). Le morphisme Max(/) recherche s'obtient alors comme la 

composee t^L o /'. II verifie T(Max(/)) = T(f). 



Lemme 1.2.1. Soit 



c 2 



un diagramme commutatif dans C tel que T{C\) = T(C[), T(hi) = id et T(C 2 ) = T(C 2 ), T(h 2 ) = id. Alors 
Max(/) = Max(ff). 

Demonstration. Remarquons tout d'abord que Fhypothese assure que Max(Ci) = Max(C() et Max(C2) = 
Max(C 2 ) de sorte que les morphismes Max(/) ct Max(g) ont bien meme source et meme but. Considerons le 
diagramme commutatif 

Max(C 2 ) 



/' 



C 2 © c; Max(C( 

h 2 &id 

C 2 0Ci Max(C : 




Max(C0 



Max(Ci) ■ 

ou /' et g' sont dermis comme precedemment et oil 1 et i 1 sont les morphismes canoniques d'un objet dans 
son Max. Ainsi par definition, Max(/) = t o f et Max(g) = t' o g'. Par ailleurs, comme il y a par definition 
un unique morphisme dans un objet final et que (h 2 © id), 1 et t' sont des fleches dans la categorie -Pr(c 2 ): 011 
a necessairement 1 = 1' o (/i 2 © id). II s'ensuit 

Max(/) = 1 o f = l' o (h 2 © id) o /' = 1' o g' = Max( 5 ) 



comme annonce. 



□ 



Remarque. Sous (Axl), on remarque que Max(/) est l'unique morphisme tel que T(Max(/)) = T(f), ce qui 
permet de simplifier la preuve du lemme precedent dans ce cas. 



Corollaire 1.2.2. La construction Max definit un foncteur C — > C, et la collection des morphismes (tm ax )cec 
definit une transformation naturelle t max entre le foncteur identite et Max. 

Demonstration. Le seul point qu'il reste a prouver est la compatibilite de Max a la composition des mor- 
phismes. Considerons pour cela deux morphismes composables / et g. Par le lemmc [1.2.11 on a Max(/o<y) = 
Max(Max(/) oMax(j)). Or Max(/) oMax(g) est un morphisme entre objets de l'image de Max, et on verifie 
immediatement sur la definition que Max ne modifie pas un tel morphisme. Le corollaire s'ensuit. □ 

Digression sur les problemes de logique 

Dans la construction precedente, on a eu besoin de choisir, pour tout A G A, un objet final dans Fa- Etant 
donnc que A n'est a priori pas un ensemble, on peut se demander dans quelle mesure, ce choix est legitime. 
Dans le cas general, il semble delicat de justifier cette operation sans introduire la theorie des univers de 
Grothendieck ou des considerations analogues. 

Toutefois, il est deux situations dans lesquelles on peut envisager des palliatifs satisfaisants. La premiere 
est bien entendu celle oil C est une petite categorie, auquel cas il est suffisant d'invoquer l'axiome du choix. En 
pratique, si les categories que l'on considere ne sont pas petites, il sera neanmoins presque toujours possible 
de modifier les definitions pour les remplacer par des petites categories. Ainsi, les problemes de logique 
sous-jacents ne sont pas de veritables obstacles lorsque l'on envisage les applications. 

Malgre tout, si Ton suppose (Axl), il est possible de mener les constructions precedentes sans meme avoir 
recours a l'axiome du choix, quitte a remplacer C par une categorie equivalente. Soit C la categorie dont les 
objets sont l'union disjointc 

- des objets de C qui ne sont pas des objets maximaux dans leur fibre et 

- des objets de A qui sont dans l'image de T. 

La definition des morphismes est un peu plus delicate, et utilise (Axl) (du moins si l'on souhaite se passer 
de l'axiome du choix). Soient C\ et (7 2 deux objets de C. Si C\ est dans C, on pose G\ = C\ ; sinon, on designe 
par C\ un objet final (quelconque) de Fq . On definit de meme C 2 . On pose : 

Hom c -(Ci,(7 2 ) = image [Hom c (d,C 2 ) -> Honu (T(d), T(C 2 ))] . 

II s'agit de montrer que la quantite du membre de droite ne depend pas des choix de C\ et C 2 , lorsqu'il y a 
effectivement plusieurs choix pour ces objets, e'est-a-dire lorsque C\ ou G 2 est un objet de A. On ne traite que 
le cas de C\, celui de C 2 etant analogue. Supposons done que C\ et C[ soient deux objets finaux de la meme 
fibre Fa- Alors, il existe un (unique) morphisme / : C\ — > C[ tel que T(f) = id. On a alors le diagramme 
commutatif suivant : 

Hom c (Ci, C 2 ) > Hbnu(r(Ci),T(C 2 )) 

/* 

Hom c (C(, C 2 ) ^ Hom^(T(C(), T(C 2 )) 

qui permet de conclure. 

La categorie C est reliee aux donnees precedentes, notamment grace a un foncteur F : C — > C defini comme 
suit. A un objet non final, il associe le meme objet, alors qu'a un objet final, il associe son image sous T. 
Sur les morphismes, il est donne par la corestriction du morphisme Homc(Ci,C2) — > Hom^4(T(Ci), T(C 2 )) 
deduit de T. Comme T est fidele, ce dernier est par definition injectif, et done la corestriction consideree 
est une bijection. Ceci assure que F est pleinement fidele. Par ailleurs, on verifie facilement qu'il est aussi 
essentiellement surjectif. Ainsi F est une equivalence de categories. 

La categorie C permet aussi de factoriser T : la definition meme de la relation d'equivalence sur les objets 
de C montre que la factorisation existe bien au niveau des objets, alors qu'au niveau des morphismes, cela 
decoule de la pleine fidelite de F. (Notez que l'on ne peut pas dire plus simplement que cette factorisation est 
obtenue en considerant un quasi-inverse de F, puisqu'unc telle construction utilise l'axiome du choix, ce qui 
est precisement ce que l'on souhaite eviter.) Notons T : C — > A le foncteur obtenu. II est facile de verifier que 
la fibration T verifie encore les axiomes (AxO), (Axl), (Ax2) et (Ax3), et que, par construction, l'objet 
maximal de chaque fibre non vide Fa est uniquement determine (a rien pres). II n'y a done plus besoin de 
l'axiome du choix pour definir Fin(^4), ni done le foncteur Max. 



La categorie Max(C) 

Definition 1.2.3. Un objet C £ C est dit maximal si le morphisme t^ ax : C — > Max(C) est un isomorphismc. 

Proposition 1.2.4. Le foncteur Max est idempotent, i.e. Max o Max = Max (sur les objets et sur les 
morphismes) . 

L'image essentielle de Max est la sous- categorie pleine de C formee des objets maximaux. On la note 
Max(C). 

Demonstration. Clair d'apres les definitions. □ 

Remarque. L'image de Max peut etre strictement plus petite que Max(C). Cela ne se produit toutefois pas si 
(AxO) est verifie. 

Nous prouvons a present plusieurs proprictes de la categorie Max(C) qui decoulent toutes presque direc- 
tement des definitions. Nous commengons pour cela par un lemme important. 

Lemme 1.2.5. Soit f : C — > C un morphisme dans C. Alors T(f) est un isomorphisme si, et seulement si 
Max(/) en est un. 

Demonstration. Si T(f) est un isomorphisme, quitte a remplacer C par un objet isomorphe, l'axiome (AxO) 
nous autorise a supposer que T(f) = id. Alors C et C sont deux objets d'une meme fibre, et par definition 
Max(C) = Max(C") et Max(/) n'est autre que l'identite entre ces deux objets. 

Reciproquement si Max(/) est un isomorphisme, T(Max(/)) = T{f) en est un aussi. □ 

Proposition 1.2.6. Le foncteur Max : C — ► Max(C) est un adjoint a gauche du foncteur d'inclusion 
Max(C) -» C. 

Demonstration. Soient C G C et M G Max(C). Nous voulons exhiber une identification canonique entre 
Home(C,M) et Hom c (Max(C), M ). Or, on dispose d'une application Hom c (C, M) —> Hom c (Max(C), M) 
donnee par le foncteur Max (puisque par la proposition II. 2 .4( Max(M) est canoniquement isomorphe a M via 
t max) e t d'une application Homc(Max(C), M) —* Homc(C, M) obtenue en composant par le morphisme cano- 
nique i^ ax : C — > Max(C). On verifie facilement en utilisant Max(tJ^ ax ) = idM ax (c) °L ue l es deux applications 
precedentes sont inverses l'une de l'autre. □ 

Proposition 1.2.7. Le foncteur Max : C — > Max(C) realise la localisation de la categorie C par rapport aux 
morphismes f tels que T(f) est un isomorphisme. 

Demonstration. Supposons donne un foncteur F de C dans une categorie X tel que F(f) est un isomorphisme 
des que T(f) en est un. Soit G la composee Max(C) — > C — > X ou le premier foncteur est l'inclusion canonique 
et le second est F. Pour tout C £ C, T(t^| ax ) = idy(c) est inversible, et done par hypothese il en est de meme 
de .F(i^ ax ). La famille des Fft^) definit done une transformation naturelle inversible entre les foncteurs F 
et G o Max. Ceci termine la preuve. □ 

En vertu de cette proposition, le foncteur T : C — > A se factorise par Max(C) par l'intermediaire d'un 
foncteur T max : Max(C) — * A, qui n'est autre (d'apres la preuve que l'on vient de donner) que la restriction 
de T a Max(C). 

Proposition 1.2.8. Le foncteur T max est conservatif en ce sens qu'il verifie : f est un isomorphisme si, et 
seulement si T max (/) en est un. 

Si le foncteur T est fidele (resp. plein, resp. essentiellement surjectif), alors il en est de meme de T max . 

Demonstration. La premiere partie de la proposition est une consequence directe du lemme fl.2.51 La seconde 
assertion a propos des proprietes de fidelite et de plenitude resulte de ce que T max est obtenu comme une 
restriction du foncteur T. Pour la propriete d'essentielle surjectivite, elle resulte de l'egalite T max o Max = 
T. □ 

Proposition 1.2.9. La fibration T max : Max(C) — * A verifie encore les axiomes (AxO), (Ax2) et (Ax3) 

(ou, bien entendu, les fibres J- a sont calculees a partir du foncteur T maXy ) . 

En outre, pour tout A, il existe un groupe Ga tel que la categorie Fa soit equivalente a la categorie ayant 
un unique objet • verifiant End(») = Ga- Si de plus (Axl) est verifie, tous les groupes Ga sont reduits a 
I 'identite. 



Demonstration. Le seul point non trivial reside dans la verification de (Ax2). Mais, si M — > M' et M — > M" 
sont des morphismes dans la categorie Max(C), on verifie en utilisant la proposition ll.2.6l aue Max(M'©M-^") 
(ou M'(Bm M" designe la somme amalgamee dans C) satisfait la propriete universelle de la somme amalgamee 
dans Max(C). □ 

Remarque. Comme T max verifie encore les axiomes (AxO), (Ax2) ct (Ax3), on peut repeter la construction 
Max et obtenir ainsi un foncteur Max : Max(C) — > Max(C). II est facile de voir a partir de ce qui precede que 
celui-ci est (isomorphe a) l'identite ; en particulier, Max(Max(C)) = Max(C). 

1.3 Dualite 

Introduisons les axiomes duaux de (Ax2) et (Ax3) a savoir respectivement : 

(Ax2*) Les categories C et A admettent des produits fibres, et le foncteur T y est compatible. 

(Ax3*) Pour tout A £ A, la categorie Ta admet un objet initial. 

Bien entendu, si ceux-ci sont satisfaits en plus de (AxO), on definit par une construction analogue a la 
precedente un foncteur Min : C — ► C muni de morphismes naturels t^ in : Min(C) — » C pour tout C € C. On 
dit qu'un objet est minimal si t£ in est un isomorphisme, et on note Min(C) la sous-categorie pleine des objcts 
minimaux. Toutes ces structures verifient evidemment des proprietes semblables a celles listees precedemment 
pour le foncteur Max (que nous laissons au lecteur le soin d'ecrire completement). En particulier la fibration 
T fournit par restriction (ou, au choix, par passage au quotient) une fibration T mul : Min(C) — > A. 

Si X est une categorie, on definit une dualite sur X comme la donnee d'un foncteur contravariant X — > X, 
X i— > X* et d'une identification fonctorielle entre (X*)* et X. Considerons l'axiome suivant : 

(Ax4) II existe des dualites sur C et sur A compatibles au foncteur T (c'est-d-dire qu'il existe une 
identification naturelle entre T(C*) et T(C)*). 

S'il est verifie, la dualite sur C induit pour tout A £ A une anti-equivalence de categories entre Fa et Fa* ■ 
On en deduit que, sous (Ax4), les conditions (Ax2) et (Ax2*) (resp. (Ax3) et (Ax3*)) sont equivalentes. 

On suppose desormais (AxO), (Ax2), (Ax3), (Ax2*) et (Ax3*). On souhaite comparer les deux fonc- 
teurs Min : C — > C et Max : C — > C, ainsi que les categories Min(C) et Max(C) associees. On commence pour 
cela par un lemmc. 

Lemme 1.3.1. On a Min o Max = Min et Max o Min = Max (sur les objets et sur les morphismes) . 

Demonstration. Pour les objets, c'est immediat au vu des definitions. Pour les morphismes, c'est une conse- 
quence du lemme [T. 2. II □ 

Corollaire 1.3.2. Les restrictions Min : Max(C) -> Min(C) et Max : Min(C) -> Max(C) definissent des 
equivalences de categories inverses Vune de V autre. 

Demonstration. D'apres le lemmc [1.3.11 il suffit de montrer que le foncteur Min (resp. Max) est isomorphe 
au foncteur identite sur la categorie Min(C) (resp. Max(C)), ce qui est immediat par definition de cette 
categorie. □ 

Remarque. Puisque les deux categories Min(C) et Max(C) s'obtiennent comme localisation de C par rapport au 
meme ensemble de morphismes (proposition II .2/71) . on savait deja qu'elles etaient equivalentes. Le corollaire 
precedent precise cela en donnant les foncteurs realisant cette equivalence. 

Corollaire 1.3.3. Les fibrations T max : Max(C) — * A et T m ; n : Min(C) — > A satisfont toutes les deux les 
axiomes (AxO), (Ax2), (Ax3), (Ax2*) et (Ax3*). 

Demonstration. Par la proposition ll.2.9l Max(C) satisfait deja (AxO), (Ax2) ct (Ax3). En dualisant cette 
proposition, on obtient que Min(C) satisfait (Ax2*) et (Ax3*). Maintenant, les foncteurs Min et Max 
commutant a T, le corollaire 11.3.21 entraine que les fibrations T max et T m i n sont isomorphes. La conclusion 
s'ensuit. □ 

Remarque. Les sommes amalgamees et produits fibres dans Min(C) (resp. Max(C)) s'obtiennent en appliquant 
le foncteur Min (resp. Max) aux constructions correspondantes dans la categorie C. 



A partir de maintenant, on suppose en plus (Ax4). 



Proposition 1.3.4. Pour C G C, on a Max(C*) ~ Min(C)* et Min(C*) ~ Max(C)*. En particulier, la 
dualite de C permute les categories Min(C) et Max(C). 

Le foncteur C i— > Max(C*) (resp. C i— > Min(C*)j definit une dualite de Max(C) (Vesp. Min(C),) compatible 
au foncteur T max ("resp. T min J. 

Demonstration. La premiere partie de la proposition resulte de ce que la dualite de C induit une anti- 
equivalence de categories entre -Pr(C) e ^ Ft(C*)- 
Si D(C) = Max(C**), on a, pour C G Max(C) : 

D(D(C)) = Max(Max(C**)*) ~ Max(Min(C**)) ~ Max(Mm(C)) = Max(C*) ~ C 

dans l'ordre d'apres la premiere partie de la proposition, la definition d'une dualite, lc lcmmc 11.3.11 et 
finalement le fait que C soit maximal. Ce calcul assure que D est une dualite. La compatibilite a T max est 
immediate. Finalement, le meme argument fonctionne pour C i—> Min(C*). □ 

1.4 Categories fibrees en (semi-)treillis, pylonets 

Dans les applications que l'on a en vue, on ne verifier a jamais (Ax3) directement, mais on empruntera un 
chemin legerement detourne que Ton explique ci-dessous. Tout au long de ce paragraphe, on suppose (Axl). 

Lemme 1.4.1. Soient C et C deux objets d'une fibre Fa- Alors Hom^ A (C,C) a au plus un element. 

Demonstration. Tout / G Hom^ (C,C) verifie par definition T(f) = id^. Le lemme resulte alors de la 
fidelite de T. □ 

On rappelle qu'une categorie verifiant la condition du lemme correspond simplement a un preordre sur 
l'« ensemble » de ses objets : un objet C est plus petit que C s'il existe effectivement un morphisme de 
C dans C . On rappelle egalement que les constructions usuelles sur les ensembles (pre)ordonnes ont en 
general des equivalents simples en langage des categories : par exemple, pour ne citer que celles qui vont nous 
interesser dans la suite, une borne superieure est une somme directe, et un element maximal est un objet 
Sachant cela, on demontrc facilcment (supposant toujours (Axl)) que (Ax3) est implique par les 
deux axiomes suivants : 

(Ax3a) Les categories J- a admettent des sommes directes (finies). 

(Ax3b) Les categories J- a satisfont la condition de chaine croissante (c.c.c) : pour tout suite infinie 
de morphismes 

n h n h „ h fn-l „ fn 

Oi >■ O2 >■ O3 ■ ■ • u„ S" • ■ ■ 

il existe un entier N tel que f n soit un isomorphisme pour tout n N . 

Bien entendu, il existe des versions duales de ces axiomes a savoir : 
(Ax3a*) Les categories J- a admettent des produits (finis). 

(Ax3b*) Les categories J- a satisfont la condition de chaine decroissante (c.c.d) : pour tout suite 
infinie de morphismes 

C\ ■< C2 ■< C3 -< ■ • ■ -< C n ■< • ■ ■ 

il existe un entier N tel que f n soit un isomorphisme pour tout n N . 

Sous l'hypothese (Axl), ils impliquent (Ax3*). Par ailleurs, si l'on suppose (Ax4), les enonces (Ax3a) et 
(Ax3a*) d'une part, et (Ax3b) et (Ax3b*) d'autre part sont equivalents. 

Terminons ce paragraphe par quelques remarques et un peu de terminologie. En theorie des ordres, un 
ensemble ordonne satisfaisant les (equivalents des) axiomes (Ax3a) et (Ax3a*) est ce que l'on appelle 
un treillis. De meme, les conditions qui apparaissent dans (Ax3b) et (Ax3b*) sont ainsi nominees car 
les proprietes correspondantes sur les ensembles ordonnees portent ces noms. Tout ceci conduit a poser la 
definition suivante. 

4 Ce que justifie la notation Max pour le foncteur construit precedemment. 



Definition 1.4.2. Une fibration T : C — > A verifiant les axiomes (Axl), (Ax2), (Ax3a) (resp. (Ax3a*)) 
est appelee une categorie fibree en sup-semi-treillis (resp. une categorie fibree en inf-semi-treillis) . Si les deux 
axiomes (Ax3a) et (Ax3a*) sont verifies, on parlera simplement de categorie fibree en treillis. 

On dit que T verifie c.c.c (resp. c.c.d) si l'axiome (Ax3b) (resp. (Ax3b*)) est satisfait. On dit qu'elle 
est autoduale si l'axiome (Ax4) est satisfait. 

Remarque. On pourra s'etonner de ne pas voir apparaitre (AxO) dans la definition precedente, alors que 
toute la theorie que nous avons developpee semble reposer sur cet axiome. Toutefois, comme nous l'avons 
expliquc cn ll.l[ on peut toujours remplacer C par une categorie equivalente pour laquelle (AxO) est satisfait. 
Nous preferons ne pas inclure (AxO) dans la definition precedente, car il ne sera en fait pas verifie dans les 
exemples que nous allons manipuler par la suite. 

Pour simplifier la tcrminologie, nous introduisons la definition suivante. 

Definition 1.4.3. Une categorie fibree en sup-semi-treillis satisfaisant c.c.c est appelee un pylonet. 

Remarques. Cette terminologie est basee sur la concatenation des deux mots py- 
lone et net. Le premier d'entre eux se rapporte aux fibres de T qui, en un sens 
imagee, ressemblent a des pylones electriques (voir photo ci-contre), la struc- 
ture metallique de ceux-ci pouvant evoquer un ordre admettant des bornes 
superieures finies et satisfaisant c.c.c (voire la condition plus forte (Ax3c) 
donnce plus bas). Le mot net, quant a lui, est un anglicisme a prendre dans 
le sens de reseau : il faut imaginer que ces pylones sont relies par tout un tissu 
de cables (electriques) qui correspondent aux morphismes de la categorie C dont 
l'image par T n'est pas l'identite. La propriete fondamentale des pylonets est 
que tout pylone (i.e. toute fibre) admet un sommet (i.e. un element maximal) 
et qu'a tout cable reliant deux pylones (i.e. tout morphisme de C), il est associe 
un unique cable reliant les sommets des pylones correspondants. 

Si le foncteur T est contravariant, on dira que le pylonet est lui-meme contra- 
variant. 

Finalement, il est possible d'imaginer une version forte des axiomes (Ax3b) 
et (Ax3b*) qui est : 

(Ax3c) Les categories J- a sont de hauteur finie, dans le sens ou il existe un entier N (qui depend 
de A) telle que toute suite de N morphismes 

n h n fa „ fa fa n 

l i s- O2 >■ O3 *■ • • ■ *~ L-at+1 

contient au moins un isomorphisme. 

Contrairement a (Ax3b) et (Ax3b*), l'axiome (Ax3c) est autodual, et comme nous l'avons dit (ou du 
moins sous-entendu) precedemment, il implique a lui seul les deux enonces (Ax3b) et (Ax3b*). Encore 
une fois, signalons que la terminologie « de hauteur finie » est recopiee de celle couramment utilisee pour les 
treillis. 

1.5 Le cas additif 

Nous etudions a present le cas particulier decrit par l'axiome suivant. 

(Ax5) La categorie C est additive, la categorie A est abelienne et le foncteur T est additif. 

On dira dans ce cas que la fibration T est additive. En particulier, on pourra parler de categories fibrees en 
(semi-) treillis additives, et meme de pylonets additifs. 

Remarquons que, sous (Ax5), la condition (Ax2) (resp. (Ax2*)) est equivalente a l'existence de conoyaux 
(resp. de noyaux) dans C et au fait que T commute a la formation de ceux-ci. Supposons a partir de maintenant, 
en plus de (Ax5), les axiomes (AxO), (Ax2), (Ax3). D'apres la discussion menee en ll.21 on dispose d'un 
foncteur Max : C — > C et d'une sous-categorie pleine Max(C) verifiant un certain nombre de proprietes 
sympathiques. 

Lemme 1.5.1. Le foncteur Max est additif. 




Demonstration. II suffit de montrer que Max(C © C") est naturellement isomorphe a Max(C) © Max(C'). 
Or, les inclusions canoniques C — > C © C" et C" — > C © C permettent de construire un morphisme a : 
Max(C) © Max(C) -> Max(C © C"), tandis que les projections C © C -> C et C © C" -> C" donnent un 
morphisme /3 : Max(C © C) — > Max(C) © Max(C'). II est formel de verifier que /? o a est l'identite. Par 
ailleurs, du fait que T est additif, on deduit que T(a o (3) = i&T(c@C)- Ainsi a o /3 est un endomorphisme de 
l'objet final de -Pr(CeC') i u ne P eut done etre que l'identite et le lemme en decoule. □ 

Supposons maintenant en supplement de ce qui precede les axiomes duaux (Ax2*) et (Ax3*). lis per- 
mettent a leur tour de construire un foncteur additif Min : C — ► C et une sous-categorie Min(C). 

Proposition 1.5.2. Dans la situation precedente, les categories Max(C) et Min(C) sont abeliennes et la 
restriction du foncteur T a ces categories est exact. 

Demonstration. Nous ne donnons la preuve que pour Max(C), le cas de Min(C) se traitant pareillement. Par 
le lemme 11.5.11 Max(C) contient l'objet nul et est stable par somme directe ; e'est done deja une categorie 
additive. Sachant cela, le corollaire 11.3.31 entraine l'existence de noyaux et de conoyaux dans Max(C). Pour 
conclure, il suffit de montrer que si / est une fleche dans Max(C), le morphisme induit / : coim/ — > im/ est un 
isomorphisme. Or, comme T commute a la formation des noyaux et conoyaux dans Max(C) fcorollairc ll.3.3|) . 
T(f) s'identifie au morphisme coimT(/) — > imT(/) induit par T(f). Comme A est une categorie abelienne, 
T(/) est un isomorphisme, et done, par le lemme H.2. 51 Max(/) egalement. Finalement, etant donne que par 
construction / est un morphisme entre deux objets maximaux, il s'identifie a Max(/) et est par suite lui aussi 
un isomorphisme. 

II reste a montrer que la restriction de T a Max(C) est exact, mais ceci decoule directement de la commu- 
tation de ce foncteur a la formation des noyaux et des conoyaux. □ 

Terminons ce paragraphe en soulignant qu'il est possible d'obtenir un substitut a la proposition precedente 
dans une situation legerement differente. Precisement, on remplace (Ax3*) par la nouvelle hypothese (Axl). 
Ce cas parait de prime abord un peu batard car il ne permet pas de definir le foncteur Min. Malgre tout, on 
dispose de la proposition suivante : 

Proposition 1.5.3. Dans la situation precedente, la categorie Max(C) est abelienne et la restriction du 
foncteur T a cette categorie est exacte. 

Demonstration. Prouvons tout d'abord que Max est un foncteur fidele. Soit / un morphisme de C tel que 
Max(/) = 0. En appliquant T a cette derniere egalite, on obtient T(f) = 0, puis / = par fidelite de T. Ceci 
demontre notre assertion. 

Par le lemme 11.5.11 Max(C) est une categorie additive. Par la premiere partie de la proposition 11.2.91 
Max(C) admct des conoyaux et la formation de ceux-ci commute au foncteur T. II reste a montrer qu'il en 
est de meme pour les noyaux. En effet, apres, on pourra appliquer le meme raisonnement que dans la preuve 
de la proposition 1 1 . 5 . 21 pour obtenir l'isomorphisme entre image et coimage. 

Nous montrons en fait le resultat plus general suivant : si / : C — > C est un morphisme dans C et si K est 
son noyau, alors Max(i4T) est le noyau dans Max(C) du morphisme Max(/). Soit X un objet de Max(C) muni 
d'un morphisme G : X — > Max(C) tel que Max(/) oG ~ 0. Nous voulons montrer que G se factorise de fagon 
unique par Max(if). Notons X' = X x Max ( C ) C le produit fibre de X et C au-dessus de Max(C). Quitte a 
remplacer X' par un objet isomorphe grace a l'axiome (AxO), on a T(X') — T(X), d'ou il suit Max(X') ~ X. 
De plus, le morphisme canonique g : X' — > C verifie Max(g) = G, d'ou on deduit Max(/og) = puis fog = 
par fidelite de Max. Puisque K est le noyau de /, il suit que g se factorise par K, et done par fonctorialite, 
G = Max(g) se factorise par Max(K). L'unicite de cette factorisation resulte a nouveau de la fidelite de 
Max. □ 

1.6 Avant-gout des applications 

Au fil des chapitres suivants, nous verrons que les pylonets sont des structures qui apparaissent naturel- 
lement en geometrie algebrique, et plus precisement en theorie de Hodge p-adique. L'exemple fondamental 
duquel tout ce travail est inspire est le suivant : C est la categorie des schemas en groupes commutatifs finis 
et plats annules par p (ou une puissance de p) sur l'anneau des entiers d'un corps p-adique K, alors que 
le foncteur T est celui qui a un tel groupe associe la representation galoisienne donnee par ses A"-points. II 
resulte des travaux de Raynaud (voir [TS], §2.2) que cette fibration T est un pylonet autoduajf] (definitions 



5 Les dualites sont d'une part la dualite de Cartier sur les schemas en groupes, et d'autre part la dualite usuelle twistee (par 
le twist de Tate) sur les representations galoisiennes. 



11.4.21 et I1.4.3P et additif (i.e. satisfaisant (Ax5)). Le but de cet article est de montrer que cette situation 
n'est pas isolee, mais au contraire se generalise a de nombreuses autres fibrations rencontrees en theorie de 
Hodge p-adique. Ce papier fait en realite suite a un travail anterieur [13], dans lequel il est montre (sans le 
dire explicitement) que certaines categories de modules definissent des pylonets additifs et, dans certains cas 
favorables, autoduaux. 

Nous nous interesserons done par la suite a d'autres exemples de fibrations : A sera la categorie des 
Fp-representations (ou de ^-representations pour une extension finie E de ¥ p ) du groupe de Galois absolu 
d'un corps p-adique, C s'instanciera en certaines categories de « modules de Breuil », et T sera le foncteur de 
realisation galoisienne correspondant. On rappelle (pour l'instant tres brievement) que T admet generalement 
une version covariante et une contravariante. La version contravariante sera plus adaptee aux cas qui nous 
interessent et e'est done celle que nous manipulerons tout au long de cet article. 

Nous allons montrer que ces donnccs fournissent des pylonets (contravariants) autoduaux et additifs, e'est- 
a-dire, d'apres les definitions, qu'elles obeissent a (Axl), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) et (Ax5). De 
facion generale, la verification de (Ax5) sera toujours immediate, alors que celle de (Ax4), (Axl) et (Ax3b) 
resultera directement de travaux anterieurs (13 ). Ainsi, l'essentiel du travail consistera en Petablissement 
des enonces (Ax2) et (Ax3a). Apres cela, on pourra deduire toute une liste de proprietes agreables sur la 
fibration T . Ann de faciliter la tache du lecteur (et bien que cela fasse certainement redite), nous avons choisi 
de les regrouper dans le theoreme suivant : 

Theoreme 1.6.1. Soit T : C — ► A un pylonet contravariant additif et autodual. Alors : 

• (cf HlA\i Pour tout C £ C, il existe un unique (d isomorphisme unique pres) couple (Max(C) , t^ ax : 
C — > Max(C)) (resp (Min(C), i^ in : Min(C) — > C)) satisfaisant la propriete universelle suivante : 

- le A-morphisme r(i^ ax ) (resp. T^^A) est un isomorphisme ; 

- pour tout C £ C muni d'une fleche f : C —* C (resp. f : C — > C ) telle que T(f) est un isomorphisme, 
il existe un unique g : C — » Max(C) (resp. g : Min(C) — > C) tel que go f = i^ ax (resp. fog = i^in)- 

• (cf £| 1 . 2[) Ceci conduit a un foncteur « idempotent » Max : C — > C (resp. Min : C — > C). 

Si Von note Max(C) (resp. Min(C)j Vimage essentielle de Max (resp. Min^j, on a : 

• (cf proposition ll.2.6| La corestriction Max : C — > Max(C) (resp. Min : C — > Min(C) / ) est un adjoint d 
gauche (resp. d droite) du morphisme d'inclusion. 

• (cf proposition [j~2~7l et corollaire [L~3T2f Les foncteurs Max : C -> Max(C) et Min : C -> Min(C) 
realisent tous les deux la localisation de la categorie C par rapport aux morphismes f tels que T(f) est 
un isomorphisme. En particulier, les categories Max(C) et Min(C) sont equivalentes et, concretement, 
cette equivalence se realise via les foncteurs Min et Max. 

• (cf proposition ll.2.8| La restriction du foncteur T a Max(C) d'une part, et a Min(C) d'autre part est 
fidele et conservative. 

• (cf proposition ll.3.4|) La dualite surC permute les categories Max(C) et Min(C). La composition de celle- 
ci avec le foncteur Max (resp. Min) induit une dualite sur Max(C) (resp. sur Min(C) ) qui commute au 
foncteur T . 

• (cf proposition [l. 5. 2p La categorie Max(C) (resp. Min(C)J est abelienne, les noyaux et conoyaux subte- 
nant en appliquant le foncteur Max. (resp. Mim) aux constructions correspondantes dansC. La restriction 
du foncteur T a cette sous- categorie est exacte. 

2 Application a la theorie de Hodge ]9-adique 

Nous reprenons a partir de maintenant les notations de l'introduction : p est un nombre premier, k un 
corps parfait de caracteristique p, W l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k, Kq son corps des 
fractions, K une extension totalement ramifiee de Kq de degre e. Fixons en outre K une cloture algebrique de 
K et notons Gk = G&\(K / K) le groupe de Galois absolu de K . Appelons Ok (resp. O k ) l'anneau des entiers 
de K (resp. de K). Soient egalement 7r une uniformisante de K et (7r n ) (resp. (p n )) un systeme compatible 
de racines p™-iemes de tt (resp. de p). Soit G\ C Gk le groupe de Galois absolu de l'extension K(ni). 

Dans tout le reste de cet article, on fixe un entier r £ {1, . . . ,p — 2}. Nous preferons eviter des a present 
le cas r = car, bien que fondamentalement plus simple, il conduit souvent a des discussions assez peu 
interessantes, et dans tous les cas, il verifie certainement l'inegalite er < p — 1 et done releve de l'etude menee 
dans [10| . Remarquons qu'ainsi, on peut supposer p > 2 (sinon aucun r ne convient). 



2.1 Rappel sommaire de la theorie de Breuil 



On se borne dans cette sous-section a presenter les aspects « annules par p » de la theorie de Breuil 
(developpee de fagon generate dans [3J, [5] et [TO])- Certains definitions (ou constantes) que nous allons 
introduire sont motivees par les aspects entiers de cette theorie (qui n'apparaitront que superficiellement 
dans cet article en I4.3|) et pourront de fait paraitre etrange au lecteur qui n'est pas familier. Pour palier ce 
manque, nous renvoyons aux articles precedemment cites. 



Les categories de modules 

Posons S = k[u]/u ep . Soit c € S la reduction modulo p du coefficient constant de polynomc minimal sur 
Kq de l'uniformisante tt fixee. On definit plusieurs categories de modules sur S. Tout d'abord, une grosse 
categorie 'Fil,^ (la notation deviendra claire en !3.f|) dont les objets sont la donnee de : 

f . un S- module M. ; 

2. un sous-module F\\ r J\A C M. contenant u er A4 ; 

3. un operateur (dit de Frobenius) <f> r : FiVM. — > M semi-lineaire par rapport au Frobenius (c'est-a-dire 
l'elevation a la puissance p) sur S ; 

4. un operateur (dit de monodromie) N : M — > M verifiant : 

- (condition de Leibniz) N(ux) = uN(x) — ux pour tout ieM; 

- (transversalite de Griffith) u e N(FiVM) C YiY M ; 

- le diagramme suivant est commutatif : 



FiVM 



M 



~ N 



cN 



FiVM 



M 



Les morphismes dans 'Fh/g sont sans surprise les applications J'-lineaires qui commutent a toutes les struc- 

/ ^ 

tures supplcmcntaircs. Pour tout entier t ^ r, l'anncau S lui-meme muni de Fil S — u et S, de <p r defini par 
4> r (u et ) — c* et de l'operateur N tcl que iV(l) = est un exemple d'objet de 'Fife . Avant de passer a la 

definition des autres categories, signalons que l'on dispose d'une notion de suite exacte dans : une 

suite d'objets de cette categorie est dite exacte, si elle est exacte en tant que suite de ^-modules, et si elle 
induit une suite exacte de S- modules au niveau des Fil r . 



Soit 'Mod^~ la sous-categorie pleine de 'Fife regroupant les objets M pour lesquels ^(FirA'f) engendre 
M. comme S'-module. La categorie essentielle dont nous voulons mener l'etude est encore une sous-categorie 



de 'Mod^f ; e'est celle qui regroupe les objets M £ 'Mod^~ qui sont des S'-modules fibres de type fini. On 

/b /b 

la note Mod*^ (sans l'apostrophe done). 

/ o 



,<P,N 



Foncteur vers Galois 

La categorie 'FiV~* est munie d'un foncteur T st vers la categorie Rep Fjj (G_K-) des F p -representations du 
groupe Gk- Pour le definir, nous avons besoin d'introduire des anneaux de periodes : comme nous restons 
toujours dans le cas des representations annulees par p, ces anneaux sont exceptionnellement faciles a decrire. 
Le premier d'entre eux est, en tant que fc-algebre, Aq = h®^ ^O^jp. II est muni de Paction de Gk naturelle. 
De plus, pour ^ i ^ r, on definit FiPAo comme l'ideal principal engendre par I ®p\ (ou l'on rappelle que 
Pi est une racine p-ieme de p fixee) : cela forme une filtration (finie) decroissante. On definit aussi pour les 
memes entiers i une application <pi : FiVAq — > Aq en envoyant 1 ®p\x sur la reduction modulo p de (— I) 1 ®x p 
ou x £ O k est un releve quelconque de x. (On montre que le resultat ne depend que de p\x, et pas de x ni 
de son releve x.) 

L'anneau qui nous interessera le plus est A, defini comme suit. En tant que fc-algebre, il vaut Aq (X) ou la 
notation (•) fait reference a l'algebre polynomiale a puissance divisees. II est muni d'un ideal Fil r A engendre 
par les produits FifeMo • X 1 pour ^ i ^ r et par les ji{X) = 4p pour i > r. On dispose egalement 
d'un morphisme <j) r : FiF^l — > A; e'est celui qui envoie les elements ji(X) (i > r) sur et Pelement aX l 



(0 ^ i ^ r, a e Fil r 1 Aq) sur (j) r ^i(a)Y l avec Y — < ' 1+X J — -, le calcul de cette derniere fraction se faisant 
bien entendu dans Z p [X] avant d'etre reduit dans A. L'action de Gk se prolonge a A grace a la formule 
g{X) — 9 ^ 1 ' (1 + X) — 1. Enfin A apparait comme une 5-algebre grace au morphisme S — * A, u > j^y?- 
Tout cela fait de A un objet de 'Fil,-^, et on peut poser pour tout objet AA £ 'Fir'^ 

T st (M)=Hom, F . i «, N (M,A). 

ru /s 

On definit comme ceci un foncteur contravariant T st : 'Fivj'-* — » Rcp Fp (Gi<-). 
Dualite 

La categorie Mod"^ est munie d'une dualite introduite dans le chapitre V de [9J. Rappelons que si AA en 
est un objet, son dual AA* est defmi comme suit : 

1. M* = Kom § _ mod (M,S); 

2. Fil r M* = {/ 6 A4* / / (FifX) c w er 5} ; 

3. pour / £ FiVAA*, 4>*{f) est l'unique application verifiant </>*(/) (0 r (x)) = 4> r °f{x) pour tout x £ FiVAA 
ou 4>r '■ u er S — > 5 est l'unique application semi-lineaire envoyant u er sur c r ; 

4. pour / e X*, iV*(/) = N o / - / oN. 

L'association AA i— > .M* definit une dualite dans le sens du paragraphc ll.3l De plus, par le theoreme V.4.3.1 
de loc. cit. et la remarque qui le suit : 

T st (M*) = T st (M) v (r) (1) 

ou par definition « (r) » designe le twist de Tate et oil T y est la representation contragrediente Homir iJ _ mo d(T, ¥ p ). 
Autrement dit, si Ton muni la categorie Rep Fp (Gi<-) de la dualite T i— ► T* = - T v (r) le foncteur T st verifie 
l'axiome (Ax4). 

Sans l'operateur de monodromie 

11 sera important dans la suite de considerer un analogue des objets precedents dans lequel l'operateur de 
monodromie est omis. Ceci amene a definir tout d'abord la categorie 'Filfg dont les objets sont les iS-modules 

AA munis d'un FiFA-l et d'un Frobenius <\> r : FiVAA — > AA (mais pas d'un operateur N) verifiant les memes 
axiomes que precedemment. On isole ensuite deux sous-categories, a savoir 'Mod^~, Mod^~, les definitions de 

/ & I b 

celles-ci etant identiques a celles de leurs analogues. 

Le morphisme S — ► Ao, u > 7Ti fait de Ao une S-algebre et permet de voir Ao comme un objet de 'Fil,=. 

/ 

On definit alors 

(M) = Horn , (M,A ) 

/s 

pour AA £ 'Mod^~. 11 faut toutefois faire attention au point suivant : le module T qst (AA) n'est pas une 

representation de Gk, mais seulement du sous-groupe G\ etant donne que le morphisme structural S — > Aq 
n'est pas Gif-equivariant (mais seulement Gi-equivariant). On a malgre tout un lemme important qui permet 
de comparer les foncteurs T st et T qst . 

Lemme 2.1.1. Soit AA un objet de 'Mod^ 5 . La projection Ao-lineaire A — * Ao, j n (X) (n 1) induit 

/ b 

un isomorphisme G\-equivariant T st (AA) — ► T qst (AA). 

Demonstration. La preuve est une version simplified de celle du lemme 2.3.1.1 de [5] que Ton ne recopie 
pas. On notera par contre que celle-ci donne une formule explicite pour l'inverse T qst (AA) — ► T st (AA) : a 
fo £ T qst (AA), on associe l'application / definie par 



/W = E/o(iV i (^))T i (log(l + A)) (2) 



ou la somme converge pour la topologie « Fil-adique ». 



□ 



Ces categories « sans N » sont interessantes car elles admettent une description alternative plus simple. 
Soit & = k[[u]] que Ton munit d'un operateur de Frobenius 0:6^6 qui agit comme 1' elevation a 
la puissance p. Lorsque 971 est un module sur <S, on notera cf)*9Jl — & ®^ 6 97t. Introduisons 'Mod^ e la 
categorie dont les objets sont la donnee de : 

1. un 6-module 971 ; 

2. un operateur (/>-semi-lineaire 4> ■ 971 — » 97t tel que le conoyau de id £g> <f> : </>*97t — > 97t soit annule par u er . 
Comme dans les cas precedents, definissons Mod^_ la sous-categorie pleine de 'Mod^ formee des objets 

libres de type fini sur &. On peut alors construire une equivalence de categorie 

qui jou'it de proprietes interessantes. En particulier, la composee Tg = T qs t o Mg^ a une expression simple : 
pour tout 971 G Mod^g, on a un isomorphisme Goo-equivariant, canonique et fonctoriel 

T 6 (97t)=Hom S!0 (9n,fc(H) scp ) (3) 

ou fc((u)) sep designe une cloture separable de k({u)) et est muni du Frobenius usuel (Televation a la puissance 
p). Dans cette derniere formule, Taction de Goo sur le Horn se fait par l'intermediaire d'une action sur fc((u)) sep 
qui provient de la theorie du corps des nombres. II existe d'autres resultats concernant le foncteur Mg qui 
nous interesserons particulierement dans la suite. Nous les regroupons dans le theoreme suivant. 

Theoreme 2.1.2. Le foncteur M g est une equivalence de categories exacte. Tout quasi-inverse est egalement 
exact et, de plus, respecte les injections et les surjections. 

Le foncteur Tg : Mod^ — > Rep Fp (Gi) est un pylonet additif et autodual et sa restriction a Max(Mod^) 

est pleinement fidele. 

Demonstration. La premiere assertion est une generalisation directe (deja utilisee par ailleurs dans la littera- 
ture) d'un resultat de Breuil (theoreme 4.1.1 de [1]). La phrase suivante concernant les injections et les 
surjections est prouvee dans la proposition 2.3.2 de [13] . Le second alinea est, quant a lui, une version faible 
du resultat principals de loc. cit., meme s'il n'est a aucun endroit ecrit sous une forme aussi concise. □ 



2.2 Operateur de monodromie et prolongement de Paction de Galois 

Dans ce paragraphe, nous demontrons un resultat essentiel (proposition 12.2^2"]) qui precise les liens entre 
la donnee supplemcntaire d'un operateur de monodromie N et le prolongement de Taction de Galois de G\ a 
Gk- Les methodes de demonstration (ainsi que les enonces d'ailleurs) sont tres largement inspirees de celles 
developpees par Liu dans [2~T] . 

On rappelle que ~k\ G Ok est une racine p-ieme fixee de tt. Pour tout a G Gk, on dcfinit e(<j) comme 
Timage dans Aq du quotient ; c'est une racine p-ieme de Tunite, qui vaut 1 si a G G%. On pose en outre 

(On remarque que (1 — e(a)) p ~ 1 s'annule dans Aq, ce qui est en accord avec le fait que Ton arrete la somme 
a p — 2.) II est clair que si a G G\, alors t(a) — 0. Sinon, t{a) est un element de valuation et verifie done 
en particulier t(a) p ^ 1 = 0. En outre, t definit un cocycle, i.e. il est soumis a la relation t(cra') = t[o~) +at(a J ), 
valable pour a et a' dans Gk- 

Dans la suite, lorsque A4 est un objet de Mod^, on sera amene a considerer le produit tensoriel A4(g)gAo : 

il est naturellement muni d'un Fil r (defini par FiFjM (8>g ^4o)j d'un <p r (qui provient de Tapplication <p r : 
FiFyVf — > M) et d'une action de G\ (obtenue par son action naturellement sur le second facteur). Lorsque de 
surcroit M G Mod"^, on prolonge Taction de G\ a Gk tout entier en utilisant Toperateur de monodromie 
grace a la formule 

p—2 

a(x®a)=J2 Ni ( x )®<r( a ) t -^r ( 4 ) 
i=0 ' 

6 Comme les definitions precises de tous les objets qui interviennent ne nous seront pas vraiment utiles ici, nous ne nous 
attardons par plus sur le sujet et nous contentons de renvoyer par exemple a 1131 pour une presentation succinte de la theorie. 

7 Le travail de 1131 n'est pas valable seulement pour les objets annules par p, pour une categorie plus grosse d'objets annulcs 
par une puissance de p. 



avec a G Gk, x G M. et a G Ag. En utilisant t(aYt(a'y — pour z + j ^ p — 1, on verifie aisement que 
l'egalite ([5]) definit bien une action. De plus, on a la relation 



P-2 f/T-lV 

A/-(x)®t(tr)=5^(-l) i - 1 i -^(a;®l). (5) 

i=i 1 

pour tout a G Ga'. Fixons r un clement de Gk qui n'appartient pas a G\ ; avec G\, il engendre Gjf tout 
cnticr (puisque G\ est d'indice premier dans Gk)- Notons e — e(r) et t — t(r) et posons pour finir Aq = Aq 
que Ton munit de FiFAg = Aq et (f> r = <fi. Comme dans la demonstration du theoreme 4.3.4 de [3T], on 
construit (de fagon fonctorielle) des morphismes canoniques 

LM ■ M ®§ ^0 -> T qst (M)* Fp Ao et l* m : T qst (M)* ® ¥p ij5 -> M ®g i 

compatibles a Fif", r et Taction de G\ (resp. Gx). En outre, ils sont soumis a la relation lm ° <>m — id®t r . 
Toute cette artillerie permet de demontrer les deux propositions suivantes. 

Proposition 2.2.1. Soient A4, M! des objets de 'Modf- et f : Ai —> M! un morphisme dans 'Modfg. On 
suppose que T qs t(/) : T s t(Ai') — > T s t(A4) est GK-equivariant. Alors f commute a N (i.e. f est un morphisme 
dans 'Mod% N ). 

Demonstration. La formule (JSJ) implique que / commute a tN agissant sur les produits tensoriels M. ®g Aq et 
M! ® j Aq. Dans Ao, ecrivons t = qu e oil q est un element de valuation ^jbn • L'application g = f o (u e N) — 

(u e N) o f prend alors ses valeurs dans M' ®g rn q oil m q est le noyau de la multiplication par q sur Aq, 
c'est-a-dire l'ideal des elements de valuation superieure ou egale a 1 — ^zrn ■ Maintenant, pour x G Fil r AL 
on a 

-go <f> r (x) = 4> r o (/ o N - N o f)(x) G <j)r{M ®s m q ) C M ®g (j) r {m q ) = 

la derniere egalite provenant d'une simple calcul de valuation. On en deduit, comme souhaite, que f et N 
commutent. □ 

Proposition 2.2.2. Soient A4 G 'Modt-?, M! G 'Modfg et f : A4 — > M! un morphisme surjectif dans 
'Mod^g. On suppose que T qst (A4') (identifie grace a T qst (f) a une sous-G\-representation de T st (Ai)) est 

stable par Gk- Alors, il existe sur A4.' un unique operateur de monodromie pour lequel f est un morphisme 

dans 'Mod*?. 

I & 

On commence par demontrer deux lemmes. 
Lemme 2.2.3. Pour tout M G Mod*-, on a ker i M C t(F\\ r M ®g Aq). 

Demonstration. Notons d le rang de M. sur 5. Posons A — Fil r .M ®§ Aq et B — lm(A). En s'appuyant sur 
le fait que Aq est un anneau de Bezout et sur l'inclusion Fil r .A4 C Fil r S-.M, on montre que A/tA est libre 
de rang d sur k <8>(0Vfc K /t. Par ailleurs, la compatibility de l* m a Fil r montre que l'image de ce morphisme 
est incluse dans A. De la relation lm o l* m = id <g> t r , on deduit t r (T qst (A4)* ®f p Aq) C B, d'ou il suit, comme 
precedemment, que B/tB est aussi libre de rang d sur k <8>(0),fc Og/t. L'application lm induit une surjection 
lineaire A/tA — > B/tB. Comme les espaces de depart et d'arrivee sont des modules libres de meme rang, c'est 
un isomorphisme et le lemme en decoule. □ 

Lemme 2.2.4. Soit f : M. — > M.' un morphisme surjectif dans Modfg (resp. Mod^ ). Alors K, — ker / 
(avec les structures induites) est aussi dans Mod^ 5 (resp. Mod^^j. 

Demonstration. II suffit de traiter le cas de Mod^~, l'operateur de monodromie ne posant pas de problemes. 
Etant donne ce que nous avons vu, le plus simple est de passer par Pequivalence avec Mod^. D'apres le 
theoreme l2.1.2[ / provient d'un morphisme surjectif g : Wl ^ Wl' de Mod^. D'apres la definition des objets 

de cette categorie, il est clair que ker g en est un objet. L'exactitude de Mg montre alors que Mg(ker g) 
s'identifie a K,, d'oii resulte le lemme. □ 



Demonstration de la vrovosition \2.2.B . Soit JC le noyau de / ; d'apres le lemme [2\2.41 c'est un objet de Mod^. 

Pour conclure, il suffit de montrer qu'il est stable par N. L'hypothese assure que T qst (/C)* est stable par Gk 
dans T st (M)* . On en deduit, en utilisant l'exactitude de T qst et l'egalite ([5]), que tf o N(fC) C ker lm' ■ Avec 
le lemme [2".2.31 on recupere tfoN(IC) C t(FiV Ai' <E)§ Aq). On suit alors la methode de demonstration utilisce 
pour la proposition 12.2.11 : dans Ao, on peut ecrire t — qu e oil q est un element de valuation ^zrn • 
« divisant » la derniere inclusion par g, on obtient 

/ o (u e N)(JC) c(M'®g ker m q ) + (u e Fi\ r M' ® § A ) 

ou m q designe la multiplication par q sur Aq. On remarque que ker m q (resp. Fil r S-Aq) est forme des 
elements de valuation superieure ou egale a 1 — p ^p_-^ (resp. ~). On en deduit ker m q C ¥i\ r S-Aq, puis 

M' ®§ ker m q C u e ¥\\ r M' ®§ A . Ainsi f o(u e N)(IC) C u e Fil r M' (E>g A Q . Soit maintenant x G FiFX. Posons 
y = 4>r{x) et z = N(y). Par ce qui precede : 

cf(z) = / o (cN) o r (x) = / o r o (u e 7V)(x) = cj> r ofo (u e N){x) S r (u e FiF.A/f ' ®£ i ) = 

d'ou /(z) = 0, i.e. z £ /C (car la fleche /C — > /C ®g Ao est injective). Puisque r (FiF/C) engendre IC, on en 
deduit que IC est stable par TV comme voulu. □ 

Application : decoupage par une sous-representation 

Si M. est un objet de Mod^ 5 (resp. Mod^^), tout quotient de Ai (dans cette categorie) determine une 

sous-representation de T = T qst (A4) (resp. T = T st (Ai)). Nous donnons ici une construction dans l'autre 
sens : a partir d'une sous-representation de T, on retrouve un quotient (en fait, l'unique quotient) de Ai qui 
lui correspond. 

Proposition 2.2.5. Soient Ai un objet de Mod^~ (resp. Mod^-^j et T' une sous-G\-representation de 

/a / b 

T = T qs t(A4) (resp. une sous-Gk -representation de T s t{M)). Alors, il existe un unique quotient A4' de A4 



i<f>,N 

/s 

Tqst(f) (resp. T st (f)) s'identifie a I'inclusion T' T 



qui est un objet de Modjj (resp. Modjj ) et pour lequel, en notant f la projection canonique Ai — > Ai' , 



Demonstration. On commence par traiter le cas des objets de Mod, 5 (i.e. sans monodromie). En utilisant 
1' equivalence avee revient au meme de travailler dans cette derniere categorie. Notons done 071 l'objet 

de Mod^j. correspondant a Ai. On rappelle que G^ est le sous-groupe de G\ correspondant a l'extension 

Koo = UneN Ki^n)- Nous allons utiliser la classification usuelle des representations de Goo a coefficients dans 
¥ p telle que developpee dans [TFj, §A.l (pour une presentation bien plus succinte, on pourra se reporter a [13], 
§3.1). Soit M' le 0-module sur k((u)) associe a T' G . La donnee de I'inclusion T" <— > T fait apparaitre M' 

comme un quotient de M = Wl[l/u}. On note 9Jt' l'image de 9Jt dans M' . C'est un objet de Mod^ dont la G\- 

representation associee s'identifie a T', au moins en tant que Goo-representation. Foutefois, comme I'inclusion 
T" T est par hypothese Gi-equivariante, l'isomorphisme Tg(9Jt') ~ T' doit lui aussi etre Gi-equivariant et 
l'existence est demontree. L'unicite resulte de l'egalite ker / = U h£T , ker/i, elle-meme consequence du lemme 
2.1.5 de pE3]. 

Le cas « avec monodromie » s'obtient directement en combinant ce que l'on vient de demontrer avec la 
proposition 12.2.21 □ 

Corollaire 2.2.6. Les images essentielles de T qst defini sur Mod^ et de T st defini sur Mod^j^ sont stables 
par sous-objets et quotients. 

Demonstration. La stabilitc par sous-objets est immediate apres la proposition ^. 2. 51 La stabilite par quotients 
s'obtient par dualite. □ 

Enongons pour conclure ce paragraphe un corollaire de la proposition ^. 2. 5l qui nous sera utile a plusieurs 
reprises dans la suite. 

Corollaire 2.2.7. Soient M un objet de Mod% (resp. Mod^ f) et T une sous-G\-representation de T = 
7q S t(A / () (resp. une sous-G k -representation deT — T st (A4)). On suppose (f) h€T ,kerh) C uM. Alors T = T' . 



Demonstration. La proposition 12.2.51 montre que T' =— » T provient d'un morphisme surjectif / : M — > Al' 
dans Mod^~ (resp. Mod, 5 ), alors que le lemme |2~.2.4I assure que K. = ker / est un objet de Modf 5 (resp. 

/ b / b /b 

Mod^'^). Par ailleurs, on a clairement K, C f\eT' ^ er ^ d'ou /C C uM. Par liberte de /C sur S, ceci ne peut 
se produire que si K. ~ 0. Ainsi / est un isomorphisme et T = T' . □ 

2.3 Verification des axiomes 

On est a present en mesure de montrer que le foncteur T st : Mod^^ — > Rep Fp (Gif) satisfait certains 
axiomes de la section [T] Plus precisement, nous allons montrer que ce foncteur est un pylonet additif et 
autodual en etablissant (Axl), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) ct (Ax5). En fait, (Axl) est deja connu 
(corollaire 2.3.3 de [13]), de meme que (Ax4) que nous avons rappele brievement en 12.11 L'axiome (Ax5), 
quant a lui, est immediat, tandis que (Ax3b) resulte de la veracite de la proposition correspondant pour 
la fibration T qst . II ne reste done qu'a prouver (Ax2) ct (Ax3a). C'est l'objet des deux propositions qui 
suivent. 

Proposition 2.3.1. La fibration T st : Mod?.'- 1 — > Rep Fp (G;f) verifie l'axiome (Ax2). 

Demonstration. II faut prendre garde au fait que T st est un foncteur contravariant. On rappelle que notre 
convention a ce propos est de le considerer comme un foncteur covariant de Mod 1 ^^ dans la categorie opposee 



UC 1V1UI 

en noyaux. C'est ce que nous allons demontrer 



de Rep Fo (Gi<-). En particulier, (Ax2) signifie que Modjj admet des conoyaux et que T st transforme ceux-ci 



Soit f:M->M' un morphisme dans Mod^.f. On note T = T st (M) et T = T st (M'). Soit C le quotient 

/ 

de M! associe a K = kerT st (/) C T" par la correspondance de la proposition 12.2.51 Par definition, on a 

T st (C) = kerT st (/) et il suffit done pour conclure de montrer que C est un conoyau de / dans Mod^-^. On 

/ s 

considere pour cela X £ Modf^ muni d'un morphisme g : Ai' — » X tel que g o / = 0. Notons pr : M! — > C 
la projection canonique. Soit M§ un quasi- inverse de l'equivalence de categories Afg : Mod^ — > Mod^-. Via 
l'identification T' = Tg oMj(M') (voir formule ||3J)), on peut voir les elements de T' comme des morphismes 
de Mg(Ai') dans k((u)) scp , et c'est ce que nous ferons. Le lemme 2.1.5 de [T3] donne alors 



kerM§(pr)= H ker h et kerA/^(.g)= C\ ker h 



heK heL 

oil L est l'image de T st (g) : T st (X) —> T' . Du fait que g o / = 0, on deduit L C K et done, par les formulcs 
precedentes, que kerM<j(pr) C \evMg{g). On en deduit que M§(g) se factorise par Mg(pr). En appliquant 
Mg, on obtient un morphisme : C — > A" dans Mod^ tel que g' a pr = g. On remarque alors que T qst (<7') 
n'est rien d'autre que la corestriction a T" de T qst ((7) = T st (g). Ainsi T qst (p) est Gif-equivariant et par la 
proposition 12. 2. II g' commute a N, i.e. g' est un morphisme dans la categorie Mod^'g . Pour montrer la 

propriete universelle du conoyau, il ne reste plus qu'a justifier l'unicite de g' mais elle est claire une fois que 
l'on a remarque que pr est surjectif. □ 

Proposition 2.3.2. La fibration T st : Mod^-^ — > Rep Fp (Gif) verifie l'axiome (Ax3a). 

Demonstration. Soient T une F p -representation de Gk, et Mi et A^2 deux objets de Mod^^ munis d'une 

/ ^ 

identification T st (Mi) ~ T st {M.2) — T. On pose M — Mi © M2 et on definit M' comme le quotient de 
M attachee a la representation diagonale de T st (M) ~ T © T via la correspondance de la proposition 12.2.51 
Montrons que M' est la somme directe de Mi et M2 dans la fibre au-dessus de T. 

Par construction, M' est muni de morphismes fi : Mi — » M' et f% ■ M2 —* M' (obtenus en plongeant 
d'abord M\ et Mi dans M) qui induisent des isomorphismes apres application de T st . Pour conclure, il 

suffit de montrer que si Af est un objet de Mod^'- munis de morphismes g\ : M\ — > M et 52 ■ M2 —* Af 

I s 

induisant des isomorphismes via T stl alors il existe un unique morphisme h : Af — > M' tel que h o / = g oil 
/ = /1 © {~f2) et <? = <7i © (—52)- Cela se fait de meme que dans la preuve de la proposition 12.3.11 □ 



Pour recapituler, on a prouve le theoreme suivant 

,<f>,N 
IS 

En particulier, tous les resultats du theoreme \1.6.1\ s 'appliquent. 



Theoreme 2.3.3. La fibration T st : Mody~ — * Rep Fij (Gif) est un pylonet (contravariant) additif et autodual. 



Definition 2.3.4. On pose Max^f = Max(Modf?f) et Min^f = MWModfjf). 

/b / b I b /b 

Terminons par quelques remarques en revenant tout d'abord un instant sur le cas de Mod% {i.e. sans 

/ b 

N). Via l'equivalence avec Mod^., les travaux de 13J montrent que le foncteur Max s'interprete alors sim- 

plement comme l'extension des scalaires de S a <5[l/u]. Le theoreme 12 . 3.31 fournit done en un certain sens un 
subsitut a cette extension des scalaires (qui n'est en effet par realisable directement ici etant donne que u est 
inversible). On peut se demander si emprunter ce chemin detourne est vraiment necessaire, ou si au contraire, 
il n'existe pas une categorie equivalente a Mod^-^ pour laquelle l'operation Max se realiserait par un simple 

/ b 

produit tensoriel. Le cas echeant, il serait interessant de se demander en outre si ces nouveaux objets ont une 
interpretation cohomologique. 

Une des consequences du theoreme 12. 3.31 est le fait que la categorie Max^-^ est abelienne. Un des interets 

/ b 

que cela peut presenter est l'utilisation des methodes (co)homologiques en lien avec cette categorie. Helas, cela 
ne peut se faire directement car Max^^ ne possede pas assez d'injectifs. II s'agit par contre d'une categorie 

dont tous les objets sont de longueur finie a laquelle on peut appliquer les methodes de [53] : Max^^f se 

/ b 



d>,N 
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les foncteurs derives de fagon classique en utilisant des resolutions injectives 



plonge de fagon plcincmcnt fidclc dans la categorie des ind-objets Ind(Max,~ ) dans laquelle on peut calculcr 

/b 



2.4 Un resultat de pleine fidelite 



Theoreme 2.4.1. La restriction du foncteur T st a Max^j* est pleinement fidele. 

Demonstration. Soient Ai et Ai' deux objets de Max^-^. On pose T — T st (Ai), T' = T st (Ai'), et on suppose 
donne un morphisme Gif -equivariant g : T' T . En factorisant g par T' -» im g c — > T et en se rappelant que 
Pimage essentielle de T st est stable par sous-objets (corollaire l2.2.6p . on se ramene a supposer successivement 
que g est injectif puis surjectif. Si g est injectif, la proposition 12.2.51 montre l'existence d'un morphisme 
/ : A4 — > Ai" dans Mod^-^ tel que T st (/) = g. Le morphisme Max(/) releve alors g dans la categorie 

/ b 

cas « g surjectif » s'obtient par dualite. □ 

3 Quelques formules explicites 

La methode que nous avons utilisee dans la section [2] pour demontrer le theoreme !2.3.3l a l'avantage d'etre 
efheace mais, en contrepartie, elle donne une presentation des objets construits (conoyaux, bornes superieures 
dans une fibre) en termes de representations galoisiennes. En un sens, ceci n'est pas satisfaisant car un des 
objectifs recherches par l'introduction de la categorie Mod^ est de pouvoir faire des calculs entierement du 
cote « algebre lincaire » sans jamais avoir affaire aux representations galoisiennes. 

Cette section a pour but de remedier a ce probleme. Pour cela, apres avoir fait quelques developpements sur 
le calcul des noyaux et conoyaux dans 'Mod^^ en l3.I[ nous construisons une nouvelle categorie, notee Red^^, 

/b I b 

d'objets que nous qualifions de T st -reduits fsous-section I3.2[) . Nous montrons ensuite que cette categorie est 
equivalente a Mod"f ^ (sous-section 13.31) et nous explicitons enfin les constructions qui nous interessent au 

/ b 

niveau de Red*^ ( sous-section 13. 4p . 

Finalcment, dans une derniere partie, nous donnons encore une formule explicite qui permet de retrouver a 
partir d'une representation galoisienne T appartenant a l'image essentielle de T st , l'objet maximal de Red^~ W 

(ou Mod^'^) qui lui est associe. 

/ ^ 



3.1 Deux adjonctions 

On commence par introduire de nouvelles categories encore plus vastes que les precedentes. La premiere 
d'entre elle est 'Uni 1 ^^ (Uni pour « univers »). Elle regroupe les objets qui sont la donnee des points suivants : 

1. un S- module Ai ; 

2. un S'-module Fil r .M muni d'un morphisme (pas necessairement injectif) l : FiFA'l — > Ai dont l'image 
contient u er Ai ; 



3. un morphisme </>-semi-lineaire <f> r : Fil r At — * At ; 

4. des morphismes N : M — > M et iV Fil : Fil r Al — > FiTAt verifiant : 

- (condition de Leibniz) N(ux) = uN(x) — ux pour tout x £ At et 7Vpii(ua;) = uNpn(x) — ux pour tout 
x G FiFAt 

- les deux diagrammes suivant sont commutatifs : 



YiTM 



At 



Fif At ■ 



At 



Les morphismes dans 'Uni,^ sont les paires (/ : At — » At', /Fii : Fif At — » Fil r At') qui sont compatibles 

/ ^ 



FifAf 

iVpij 

Fil r At ■ 



At 



c-JV 



(6) 



Af 



J ITT -<t>, N 

Vs de'Um^ 

objets At tels que </v(Fil r At) engendre At comme S- module. On dispose du diagramme suivant : 



a toutes les structures additionncllcs. On isole la sous-categorie pleine 'Gen, - de 'Uni, ~ qui regroupe les 

/b /b 




ou les fleches symbolisent des foncteurs pleinement fideles. En outre, I'image dc 'Modjr dans 'Geng v 
(resp. de 'FilTg dans 'Uni^ ) est constituee des objets pour lesquels le morphisme i est injectif. II est 
finalement facile de voir que le parallelogramme precedent est cartesien, c'est-a-dire que I'intersection (calculee 
dans 'Uni;~ ) des categories 'Filfg et 'Genf^ n'est autre que 'Mod^. 

I a lb /b /b 

Les notations Gen et Fil doivent maintenant etre plus claires : on utilise Gen (comme « engendre » ou 
« generate ») pour designer les objets sur lesquels I'image de <p r engendre tout, et Fil (comme « /i/tration ») 
pour les objets pour lesquels Fil r At definit un veritable sous-module, c'est-a-dire pour lesquels l'application 
FiF At — > At est injective. 

Le but de cette sous-section est de construire des adjoints aux quatre foncteurs d'inclusion que nous 
venons d'introduire. Etant donne que nous ne souhaitons pas nous limiter a une categorie d'objets de type 
fini (en particulier pour les constructions menees en 13. 5j) . la construction de ces adjonctions va reposer sur 
une induction transfinie. Si le lecteur n'est pas familier avec ce type de manipulations, et qu'il ne souhaite pas 
s'impliqucr trop loin dans cette direction, nous l'invitons a supposer que tous les objets At sont de type fini sur 
S, a remplacer systematiquement dans la suite le mot « ordinal » (resp. « induction transfinie ») par la locution 
« entier naturel » (resp. « recurrence »), et a ignorer tout ce qui concerne les ordinaux limites. L'hypothese de 
type finitude, combinee au fait que S soit un anneau artinien, entraine que toutes les constructions iteratives 
que nous allons entreprendre se stabilisent au bout d'un nombre fini (et pas transfini) d'etapes. 



Le foncteur Gen 

Soit At un objet de 'Um^. On definit par induction transfinie une suite decroissante (Gen a (At)) (indexee 
par les ordinaux a) de sous-objets (dans 'Uni^^) de At. Pour a — 0, on pose simplement Geno(At) = At. Si 

/ b 

a est un ordinal limite, on pose Gen a (At) = f]p <a Geng(At) et FiTGen Q (At) = f]p <a FifGen^At). Finale- 
ment, si a — [3 + 1 est un ordinal successeur, Gen Q (At) est le sous-S'-module engendre par ^(FiTGen^At)) 
(qui est bien un sous-module de Gen^(At) puisque, par construction, Geng(At) est un objet de 'Uni^^). 

/ b 

On le munit de Fil r Gen Q (At) = t _1 (Gen Q (At)). Par construction l'application <j> r envoie FiTGen^At) dans 
GenQ,(At) et done induit bien par restriction un morphisme 4> r : Fil r Gen Q (At) — > Gen a (At). De mfime, 
par definition de Fil r Gen Q (At), le morphisme t envoie Fil r Gen Q (At) dans Gen Q (At). Les diagrammes 
impliquent dans l'ordre que N stabilise Gen Q (At) puis que Npn stabilise Fil r Gen Q (At). On a ainsi bien defini 
un objet Gen a (A1) de 'Uni^-^, ce qui termine notre induction transfinie. 



Les proprietes usuelles des ordinaux impliquent que la suite (Gen Q (./W)) est stationnaire. On appelle 
Gen(M) la valeur limite atteinte par cette suite. II est alors clair que </) r .(Fil r Gen(A / l)) engendre Gen(M), 
c'est-a-dire que Gen(AI) est un objet de 'Gen^^. Par induction transfinie, on montre qu'un morphismc 

jb 

Ai — > Ai' induit par restriction des fleches Gen Q (.M) — > Gen a (A4') pour tout ordinal a, et done finalement 
un morphisme Gen(.M) — > Gen(.M'). On obtient ainsi des foncteurs Gen Q : 'Uni,- — * 'Uni,~ pour tout 

ordinal a et un foncteur limite Gen : 'Unif^ — > 'Gen^-^. Par ailleurs, il est facile de voir que la restriction 

I b I b 

de Gen a 'Fil"^ prend ses valeurs dans 'Mod,^. 

/ b / b 

Lemme 3.1.1. Le foncteur Gen : 'Unifg — > 'Gen.'-* (resp. Gen : 'Fil/J* — > 'Mod.^ ) est un adjoint a 

/ b I b I b I b 

droite de I'inclusion canonique 'Gen^'^ c — > 'Uni^-^ (resp. 'Mod^-^ 'Fil^-^J. 

/s /s /s /s 

Demonstration. On ne donne la preuve que pour les categories 'Uni^^ et 'Gen,~ , l'autre cas etant ab- 

/s /s 

solument semblable. Soient Ai £ 'Gen 1 ^ et Ai' G 'XJm, s . II suffit de montrer que tout morphisme 

/ b /a 

f : Ai — > Ai' se factorise de fagon unique par Gen(.M'). L'unicite resulte de ce que les fleches Gen(A^') — > Ai' 
et Fil r Gen(A4') — > Fil r .M' sont injectives. Pour 1'existence, il suffit de remarquer que Gen(/) permet cette 
factorisation. □ 

Corollaire 3.1.2. La categorie 'Mod^^ admet des noyaux. 

Demonstration. Soit / : Ai — » .M' un morphisme dans 'Mod^ . Le noyau au sens usuel de /, disons /C, hcritc 

par restriction des structures supplementaires de Ai : on pose FIT K, = K. n Fil r .M, et on verifie directement 

r (Fil r /C) C K, et N(K.) c /C. On obtient comme ci un objet de 'Fiff-f . Le lemme EXH assure alors que 

/ 

Gen(/C) est un noyau de / dans la categorie 'Mod f. □ 

/ ^ 

II existe une version legerement plus precise du corollaire precedent. Elle dit que la categorie 'Fil^f admet 

/ s 

des noyaux (ceux-ci sont construits de la maniere naive) et que si / : Ai — > Ai' est un morphisme de 'Fil^j^ 
qui admet pour noyau /C, alors Gen(/) admet pour noyau Gen(/C) dans la categorie 'Mod^-^. On prendra 

/ b 

garde par contre au fait que ceci n'implique aucune exactitude (au sens des suites exactes dans 'Fil,'^) pour 

/ ° 

le foncteur Gen. On a toutefois, a ce sujet, le resultat tres partiel suivant : 

Lemme 3.1.3. Soit — > Ai" — > Ai — > Ai' — > tme swiie exacte dans . On suppose qu'il existe un 

/ 

ordinal a tel que Gen a {Ai') = 0. Alors pour tout ordinal (3, on a Gen Q+/ g(A^) C Gen^^Ai"). 

Demonstration. II suffit de prouver le lemme pour j3 = 0, les autres cas se deduisant de celui-ci par une 
induction transfinie immediate. Or l'image de Gen a (Ai) dans Ai' est contenue dans Gen a (Ai') qui est nul 
par hypothese. Ainsi Gen Q (.M) C Ai" = Gen (.M"), comme voulu. □ 

Corollaire 3.1.4. Si — > Ai" — > Ai — > AI' — > est une suite exacte et si Gen(M') = Gen(M") = 0, alors 
Gen(X) = 0. 

Demonstration. L'hypothese Gen(A'f) = Gcn(A / (") = implique 1'existence d'ordinaux a et (3 tels que 
Gen Q (7W) = et Geivp(Ai") = 0. Par le lemme precedent Gen a+/ 3(A^) = et la corollaire en resulte. □ 

Le calcul de Gen (A) 

Si Ai est un objet de 'Mod^, on a Gen(Ai) = Ai, ce qui entraine T st (M) = Hom, M ,4,,n(M, Gen(A)). 

II semble done interessant de calculer Gen(A), et e'est ce que nous nous proposons de faire ci-apres comme 
premier exercice de manipulation du foncteur Gen. Cerise sur le gateau, nous allons constater qu'il a une 
structure tres simple. 

Du fait que tout element de possede certainement une racine p-ieme, on deduit que 4>i '■ Fil l (fc <8>(0),fc 
Or/p) ~ * k ® (</>), k ®k/p es * surjectif. De la description de Faction du Frobenius sur A donnee lors de la 
definition, il suit 



V(Fifi) = ® w , k O r /p) -Y*cA. 



i=0 



Par definition Geni(j4) est le sous-S'-module de A engendre par cf) r (FiV A). Ainsi si Ton note S l'image 
du morphisme naturel S ®* A — > A, on a Geni(A) = J2l =0 S ■ Y l . II s'agit maintenant de calculer les 
iteres suivants, mais par chance, cela est assez simple. En effet, on remarque que l'element (1 ® tt[~ 1 )Y' 1 est 
simultanement dans Gen! (A) et dans Fil r A De plus <j> r ({l ®7r[~ l )y 2 ) = (— l) r ~ l Y' 1 . Ceci entraine Gen 2 (A) Z> 
Geni(>l) puis l'egalite, l'inclusion reciproque etant contenue dans la definition. Ainsi la suite des Gen a (A) 
est stationnaire a partir de a = 1. L'expression de Gen(A) en resulte directement 

r 

Gen(i) = Gem(i) = ^ S ■ Y\ 

i=0 

Le lemme suivant termine de preciser la structure algebrique de Gen(yl). 

Lemme 3.1.5. La famille des Y l (0 ^ i ^ r) est libre sur S. Ainsi, Gen{A) est un S-module libre de rang 
r + 1 de base (Y l )o<i<r- 

Demonstration. Nous montrons un resultat legerement plus fort, a savoir la liberte sur un anneau plus gros 
B. Cct anneau est defini comme la sous-(fc (8>(0).fc /p)-algebre de A engendree par X. II est isomorphe a 
(k <8>(0),fc Ox/p){X)/X p et fait de A un B-module libre de base ('J P j(X))j^ . Par ailleurs, un calcul direct 
montre que sur cette base Y l (pour ^ i ^ r) n'a de composantes non nullcs que pour j ^ i, et que la 
composantc en j = i est inversible (e'est un element non nul de F p ). La conclusion en dccoule. □ 

Remarque. De ce qui precede, il resulte sans mal que l'image de <p r : Fil r Gen(^4) — > Gen(A) est le sous 
(k 8(0), fe C^/p)-module (libre) engendre par les Y l avec ^ i ^ r. 



Le foncteur Fil 

De fagon assez semblable a ce qui vient d'etre fait, on construit maintenant un foncteur Fil : 'Uni*^ — > 

/ ^ 

'Fil^jf . Soit M G 'Uni ^. On definit par induction une suite transfinie (Fi\ a (A4)) de quotients successifs de 

M. On pose tout d'abord Yi\ (M) = M. 

Supposons que a = (3 +1 soit un ordinal successeur. Notons K le noyau de i : Fil r Fil ( g(A / () — > Fil^A^f) et 
Q le sous-^-module de Fi\p(A4) engendre par <fi r (K). Definissons : 

PB.tAfl.-totfi et Fim.(M).™-M4fl. 

Q A 

Par construction, <j> r : FUTil^A-l) — > Filp^M) se factorise en un morphisme <f> r : F\\ r Fi\ a {M) — > Fil a (A4). En 
outre, i induit une application (injective) Fil r Fil Q (A^) — > Fil ( g(A^) que Ton peut composer avec la projection 
canonique Filp(M.) — > Fil Q (A / J) pour obtenir un nouveau morphisme t : Fil r Fil Q (A^) — > Fil a (.M). La commu- 
tation des diagrammes © implique dans l'ordre Npn(K) C if puis N(Q) C Q. On en deduit des operateurs 
A^fu et A agissant respectivement sur les quotients FirFil Q (7W) et Fil a (M) dont il est facile de verifier qu'ils 

font encore commuter les diagrammes (JBJ). Bref, on obtient comme cela un objet Fil Q (A^) G 'Uni,~ muni 

/ s 

d'un morphisme surjectif Fil l g(A / l) — > Fil a (A^). Ceci montre que Fi\ a (M.) apparait comme un quotient de 
Fi\fj(M) et done aussi de M. 

Finalement, si a est un ordinal limite, on pose simplement Fi\ a {M.) = lirn < ^ Filg ( J\A ) . La suite des 

Fil Q ,(A4) est stationnaire, et sa limite, notee Fh^A'f), est necessairement un objet dc 'Uni^~ sur lequel f, est 

injectif, e'est-a-dire un objet de 'FiXj'- . Par ailleurs, si / : M. — > A4' est un morphisme dans 'Uni^g , on 

verifie par induction transfinie qu'il induit pour tout ordinal a un morphisme Fi\ a {M.) — * Fi\ a (A4') et done, 
par passage a la limite, une fleche Fil(vM) — * Fil(AI')- Ainsi, obtient-on pour tout ordinal a un foncteur 

File : 'Uni^ -> 'Uni^ , ainsi qu'un foncteur Fil : 'Uni^f -> 'Fil ^. Le fait que Fi^A^) apparaisse comme 

/ s /s ~ / s /s 

un quotient de A4 montre que Fil stabilise la categorie 'Gen^-^. Ainsi, il induit par restriction un foncteur 
Fil : 'Genff -> 'Modff . 

Lemme 3.1.6. Le foncteur Fil : 'Uni^j V — > 'Fil^^ (resp. Fil : 'Gen^-^ — > 'Modf^J est un adjoint a gauche 

/ b I b jb fb 

du foncteur d'inclusion 'Fil 1 ^^ e — > 'Uni^~ (resp. 'Mod^^ e — > 'Gen^~ ^. 

/s /s s s 



Demonstration. Soient M G 'Uni*^ et M' G 'Fil^f. II suffit de montrer que tout morphisme / : M. — > M! 

se factorise de fagon unique par Fil(A^). L'unicite resulte de ce que la fleche M — > Fil(.M) est surjective 
(sur les modules sous-jacents et sur les Fil r ). Pour 1'existence, on remarque que Fil(jM') = M! puis que le 
morphisme Fil(/) convient. On raisonne de meme avec les categories 'UniJ- et 'Fil^'- . □ 

Corollaire 3.1.7. La categorie 'Modf-^ admet des conoyaux. 

Demonstration. En vertu du lemme 13.1.61 il suffit de montrer que 'Gen^-^ admet des conoyaux. Soit done 

/ 

/ : M. — > M! un morphisme dans 'Gen^-^. On note C (resp. Fil r C) le conoyau du morphisme sous-jacent a / 

fb 

(resp. du morphisme donne par / sur les FiF). II est alors aise de verifier que les structures supplementaircs 
sur M! passent au quotient pour faire de C un objet de 'UniJ^ qui, est en fait dans 'Gen^~ . □ 

Remarque. Si / : M — ► M' est strictement compatible a Fif dans le sens ou /(Fil r M) = f(M) n FiVM', 
alors le conoyau de / calcule dans 'Gen^ est deja un objet de 'Mod^g . 

Terminons par un dernier resultat important concernant le foncteur Fil. 
Lemme 3.1.8. Pour tout objet M G 'Geat'-^ , on a une identification canonique et fonctorielle : 

T st (Fil(M)) = Hom, Uni *,«(X,i). 

/ s 

Demonstration. C'est une consequence directe du lemme 13.1.61 □ 
alors T st (C) est le noyau de T st (f) : T st {Ai') —* T st (A4). 



Corollaire 3.1.9. Soit f : M. — » M! un morphisme dans 'Mod^~ . SiC designe son conoyau (dans 'Mod^ ), 



Sans la monodromie 

Bien entendu, tout ce qui vient d'etre fait peut se refaire sans difficulte supplementaire avec les objets 
« sans N ». On notera 'Gen^~, 'Fil,- et 'Uni^~ les categories obtenues et encore Gen et Fil les foncteurs 

fb fb fb 

adjoints. Ceci ne prete pas a confusion car on verifie facilement que ces foncteurs commutent aux foncteurs 
d'oubli. 

3.2 Elements nilpotents et objets reduits 

On introduit ici la categorie Red^j^ qui va etre amene a jouer un grand role dans la suite. 

Definition 3.2.1. Soit M G 'Modfk^. Un element x e M est T st - nil-potent si fix) = pour tout / G T st (M). 

L'ensemble des elements T st -nilpotents de M. est note Nil st (.M). 
Le module M est dit T st -reduit si Nil st (A / () = 0. 



Remarque. Les definitions precedentes auraient un sens pour une categorie plus generate que 'Mod^-^, mais 
finalement que peu d'interet pour les applications que nous souhaitons developper ici. Pour simplifter un peu 
la presentation, nous nous restreignons done au cas de 'Mod,^ . 

fb 

On verifie sans mal que cette construction definit un foncteur Nil st : 'Modf- — > 'FiT^. Soit Red s t(.M) le 

/ s /s 

quotient de M par Nil st (A^). Les structures supplementaires sur M passent au quotient et font de Red st (.M) 

un objet de 'Mod^-^. De plus, l'application de passage au quotient M. — > Red st (-M) induit un isomorphisme 

/ ^ 

T st (Red s t(7W)) ~ T st (M). II en resulte que Red st (M) est un objet T st -reduit, ou si Ton prefere que Red st o 
Red st = Red st . L'objet Red st (M) est appete le T st -reduit de M. 



On note 'BM+f (resp. Red^-^) la sous-categorie pleine de 'Mod^-^ qui regroupe les objets T st -reduits 
(resp. T s t-reduits et de type fini sur S). On a le diagramme suivant : 

Mod^f C ^ 'Mod^f 



Rod, 



ys —/s 



Red,, 



(7) 



RMf f c > 'Redff 



ou les Heches symbolisent les inclusions et la flechc -» un foncteur essentiellement surjectif. Par un argument 
analogue a celui utilise dans la preuve du lemme 13.1.61 on obtient : 

Lemme 3.2.2. Le foncteur Red s t : 'Mod^-^ — ► 'Red^^ est un adjoint a gauche du foncteur d'inclusion. 



Corollaire 3.2.3. Les categories 'Red^~ et Red^~ admettent des conoyaux. De plus, si f est un morphisme 



l*fetB*L*f 

dans une de ces deux categories, et si C est le conoyau de f, alors T st (C) s'identifie au noyau de T st (/). 
Demonstration. Soit / : Ai — > M! un morphisme dans 'Red^^. Le corollaire 13. 1.71 assure que / admet un 
conoyau C dans 'Mod*^. Le lemme 15". 2 . 2 1 montre que Red st (C) est un conoyau de / dans 'Red^ . Par ailleurs, 
si M! est de type fini, il en est de meme de C puis de Red s t(C) puisque ce sont des quotients successifs de Ml '. 
Done, si / est un morphisme dans Red^^, son conoyau dans 'Red^-f est un objet de Red^^. Ainsi Red^'^ 
admet, elle aussi, des conoyaux. 

La propriete de compatibilite au foncteur T st resulte du corollaire 13.1.91 et de l'identification canoniquc 
T st (Red qst (O) ~T st (C). □ 

Sans la monodromie 

Evidemment, il est possible de rejouer la chanson en omettant partout l'operateur N. Si M est un objet de 
'Mod^ 5 , on dit que x G Ai est T qs t-nilpotent si f(x) = pour tout / G Tqsti-M.) ; on note Nil qs t(A^) l'ensemble 

des elements T qst -nilpotents et Red qst (M) = M/~Ni\ qs t(M). La projection canonique M — > Red qst (.M) est 
envoye sur un isomorphisme par le foncteur T qst . Les equivalents du lemme [3.2.21 et du corollaire 13.2.31 sont 
encore vrais dans ce contexte et on definit de fagon analogue les categories 'Red^ d et Red^~ ; elles apparaissent 

dans un diagramme analogue a ([7]). 

Question terminologie, un objet M. pour lequel Nil qst (.M) = est dit T qst -reduit et Red qst (M) est encore 
appele le T qst -reduit de A4. Malheureusement, si N est un objet de 'Mod^^, les notions « T qst -nilpotent » 
et « T st -nilpotent » ne coincident pas; il est done necessaire de faire la distinction dans l'ecriture et la 
terminologie. On a malgre tout le lemme suivant. 

Lemme 3.2.4. Soit M G 'Modf^. Alors 

NflrtCM) = {x G M/Vi > 0, N l {x) G Nil qst (A4)}. 

En particulier Nil s t(jM) C Nil qst (A / () et la projection M. — ► Red qst (.M ) se factorise par Red st (.M). 

De plus Nil qs t (Red s t (M.)) est Vimage de Nil qst ( J M) dans Red st (M), et Red qst oRed st (.M) = Red qst (M). 

Demonstration. La premiere partie du lemme est une consequence directe du lemme 12.1.11 et de la remarque 
faite dans sa demonstration. De Nil st (.M) C Nh qst (.M), on deduit que la projection M. — > Red s t(7W) induit un 
isomorphisme apres application de T qst . La derniere partie du lemme resulte facilement de cette remarque. □ 

3.3 Des equivalences de categories 

Le but de cette sous-section est de demontrer le theoreme suivant. 

de categories. 

Remarque. Combine a ce qui a ete developpe precedemment, ce theoreme permet de construire un objet de 
Mod^- (resp. Mod^^) a partir de v^importe quel objet de type fini de 'Uni^ (resp. 'Unrjj^), simplement 

en lui appliquant successivement les foncteurs Fil, Gen, Red qs t (resp. Red s t) puis Red qs J. (resp. Red^ 1 ). Ceci 
nous sera particulicmcnt utile dans la suite pour mener a bien un certain nombre de constructions. 



Theoreme 3.3.1. Les foncteurs Red qst : Mod, a — > Red, 5 et Red st : Mod,- — > Red, ~ sont des equivalences 



Definition des quasi-inverses 

Soit Mod qs t : Red^~ — > Mod,= le foncteur defini par la formule usuelle : 

I b fb 

Mod qst (A4) =5® w ,fc H/ „a ueFirA<t 

les structures additionnelles s'obtenant comme suit. Remarquons tout d'abord que Ton dispose d'un mor- 
phisme £-lineaire pr = id (gi <j) r : Mod qst (.M) — * Ad. Celui-ci est surjectif puisque par hypothese 4> r {F\Y Ad) 
engendre Ad. On pose Fil r Mod qBt (JW) = pr _1 (Fil r A1) et 4> r (x) = \® pr(x) pour x £ Pil r Mod qst (M). Ainsi, 
Modq S t (Ad) est un objet 'Modfg, qui est bien entendu de type fini de S. II reste a voir qu'il est bien dans 

Mod^-, c'est-a-dire qu'il est libre sur S. Cela resulte directement de la proposition 13.3.31 (ci-dessous) dont la 

/b 

demonstration est basee sur le lemme suivant. 

Lemme 3.3.2. Soit y £ Fil r Ao. On suppose <fi r (y) 7^ 0. Alors u e ~ Y y ^ 0. 

Demonstration. Comme <p r (y) est non nul, y est lui-meme non nul et possede une valuation p-adique v bien 
defmie (on rappelle que Aq est isomorphe en tant qu'anneau a O^/p). De 4> r {y) ^ 0, il decoule pv — r < 1. 
II s'ensuit v < s$ 1 - ± puis u e ~ x y = n^y ^ 0. □ 

Proposition 3.3.3. Soit Ad £ Redf 6 . Alors Fil T Ad / 'u e Fil r 'Ad est libre sur k[u]/u e . 

Demonstration. Puisque Ai est de type fini, il existe un k [[u]]- module libre de rang fini Ai muni d'un mor- 
phisme surjectif pr : A4 — * Ad. On peut en outre supposer que Ad est de rang minimal, ce qui entraine 
facilement via la theorie des diviseurs elementaires que ker pr C uAd, c'est-a-dire que pr induit un isomor- 
phisme Ad/uAd ~ AdfuAA. Notons d le rang de Ad. Soit Fil r .M l'image reciproque par / de FiVAd. II existe 
x\, . . . ,Xd une base de FiY AA et des entiers n\, . . . , nd tels que u ni x\, . . . , u ,ld Xd soit une base de ker pr. Soit 
Xi 6 Ad l'image de Xj. Du fait que 4> r (F\\ r Ad) engendre Ad, on deduit que la famille des 4> r {xi) mod u en- 
gendre Ad/uAi. Comme elle est de cardinal d, elle en est une base. En particulier, aucun des <t> r {xi) n'est nul. 
Comme Ad est T qst -reduit, il existe pour tout i, un element fi S T qst (.M) tel que fi(<fi r (xi)) 7^ 0. Fixons un 
indice i et posons y = fi(xi) £ FiPAo. On a cj} r {v) ^ 0, et done par le lemme 13^3. 2\ fi(u e ~ 1 Xi) = u e ~ 1 y ^ 0. 
On en deduit que u e ~ l Xi est lui-meme non nul, Le u e ~ 1 Xi $ kerpr. Ainsi Uj e, et comme ceci est vrai pour 
tout i, la proposition est demontree. □ 

On peut proceder de meme lorsque l'operateur de monodromie est present : a un objet Ad de Red^g , 
on associe Mod s t(A4) defini par les memes formules que Mod qat (A4) auxquelles on ajoute N(s ® x) = c _1 ® 
u e N(x) — us' ® x (s € S, x £ Fil'.M/it e Fil r A'() oil s' designe la derivee de s vu comme polynome en u. 
La liberte (sur k[u]/u e ) du quotient Fil r A / l/u e Fil r .M s'obtient alors comme dans la preuve de la proposition 
13.3.31 en remplagant (« T qst » par « T s t » et) la reference au lemme 13.3.21 par une reference au lemme suivant. 

Lemme 3.3.4. Soit y £ Fil r A On suppose que <j> r (y) ^ 0. Alors u e ~~ 1 y ^ 0. 

Demonstration. Comme u et tti different d'une unite, il suffit de montrer que 7r^ _1 y ne s'annule pas. Par 
definition, y s'ecrit de facon unique sous la forme : 

X 2 X n 

y = a + a\X + a 2 — H h a n — - 

2 n\ 

pour un certain entier n, avec ai £ Fil r_t Ao (oil par convention FiPAo = Aq pour j ^ 0). On a alors 
^riu) — 4>r( a o) + (f>r-i(ai)Y + ■ ■ ■ + 4>o(a r )^r (oil on rappelle que Y — ^ 1+X J — -). Comme <f) r (y) ^ 0, il existe 
un indice i £ {0, . . . , r} tel que (f> r -i(ai) ^ 0. Le lemme 13.3.21 assure alors que 7rJ _1 a i est non nul, et done 
qu'il en est de meme de 7rJ _1 y. □ 



Calcul des composees 

Nous allons montrer que Mod qs t (resp. Mod s t) est un quasi-inverse de Red qs t (resp. Red s t) simplement 
en calculant les composees dans les deux sens. Nous commencons par le calcul de Mod qst o Red qst (resp. 
Mod s t ° Red s t) largement base sur le lemme suivant. 



Lemme 3.3.5. Soil M. un objet de Mod^~ (resp. Modf-^j. Alors Nil qst (.M) (resp. Wil st (A4)) est inclus dans 

jo jo 

u e Y\YM. 

Demonstration. Grace a 1'inclusion Nil st (A1) C Nil qst (A4) enoncee dans le lemme [5.2.41 il sufnt de montrer 
le resultat lorsqu'il n'y a pas d'operateur de monodromie. 

Notons d le rang de AA comme S'-module. Montrons tout d'abord que Nil qst (.M ) C uAA. On remarque 
a cet effet que Red q st(A / f)/-uRed q st(A / f) est naturellement un quotient de AA/uAA. Soit d' sa dimension (sur 
k). On a d! < d. Par ailleurs, en relevant une famille generatrice de Red qs t(A'l)/wRedqst(A / (), on montre que 
Redqst(A'l) est lui aussi engendre (sur S) par d' elements. Autrement dit, il existe un morphisme surjectif S- 
lineaire / : Af — > Red qst (M) oil Af est un .S'-module libre de rang d! . Posons Fil r Af = / _1 (FirRed qst (A4)). En 
appliquant la theorie des diviseurs elementaires a 1'inclusion Fil r A/* C Af, on definit facilement une application 

4> r : Fil r Af — > Af qui fait de Af un objet de Mod^ s et de / un morphisme dans cette categoric On en 

/ * 

deduit une injection T qst (AA) ~ T qs t(Red qs t(A / ()) T qs t(Af). L'espace de depart est un F p -espace vectoriel 
de dimension d, alors que celui d'arrivee est de dimension d' . II en resulte d $S d' , et puis d — d' . Ainsi 
Rcd qst (A / ()/'uRed qs t(A / () = AA/uAA, ce qui entraine Nil qst (A / () C uAA comme annonce. 

La fin de la preuve consiste a repeter l'argument de la preuve de la proposition l3.3.3l cn appliquant la theorie 
des diviseurs elementaires non pas a 1'inclusion kerpr C Fil r A4 mais aux deux sous-modules pr~ 1 (Nil qst (A / f)) 
et ¥\\ r Ai, les entiers ni qui apparaissent etant alors a priori relatifs. Nous laissons au lecteur le soin de faire 
ces modifications mineures. □ 

Corollaire 3.3.6. Pour tout objet A4 de Mod^ (resp. Mod^~ ), on a un isomorphisme canonique et fonc- 
toriel : 

Mod qst o Red qst (A4) ~ M (resp. Mod st o Red st (A^) ~ M). 

Demonstration. On n'ecrit la preuve que pour A4 G Mod -, l'autre cas etant entierement analogue. Par le 
lemme 13.3.51 le morphisme canonique A4 — * Red qs t (A4 ) induit un isomorphisme 

FiT M/u e Fil r M ~ FifRed qs t(X)/u e FifRed qs t(X). 

II s'ensuit que Mod qs toRed qs t(A / () s'identifie a 5 , (8>(0) ! / c [ u ]/ u =Fil T A4/u e FiV ' AA. Le morphisme pr = id®</v induit 
une application surjective (compatible aux structures additionnelles) Mod qs t o Red qst (A4) — ► AA. Comme les 
espaces de depart et d'arrivee sont des ^-modules libres de meme rang, c'est un isomorphisme et le corollaire 
est demontre. □ 

On termine a present la preuve du theoreme l3.3.1l en faisant le calcul de Red qs t ° Mod qs t (resp. Red s t ° 
Mod s t). 



Proposition 3.3.7. Pour tout objet AA de Red% (resp. Redf-^), on a un isomorphisme canonique et 

I b /b 

fonctoriel : 



Red qs t ° Modqst(Al) ~ AA (resp. Red st ° Mod st (A4) ~AA). 

Demonstration. Comme precedemment, on ne donne la preuve que pour Red^. Posons AA' = Mod qs t(A / l) 
et notons pr = id ® <f) r : AA' — > AA la projection canonique. Nous allons montrer que Red qs t(pr) est un 
isomorphisme (ce qui pcrmcttra de conclure). Etant donne que pr est surjectif, il est clair deja que Red qs t(pr) 
l'est aussi. D'apres le lemme I3~4. 21 pour prouver qu'il est injectif, il suffit de montrer que T qst (pr) : T qst (AA') 
T qs t(AA) est surjectif. Or, du fait que AA est T qs t-reduit, on a 

{x e AA' /Vh g T qst (AA), h(x) = 0} = kerpr c uAA' 

la derniere inclusion se verifiant aisement a la main (on pourra remarquer que pr induit une application 
surjective — et done un isomorphisme — de AA' /uAA' dans AA/uAA). Le corollaire 12.2.71 s'applique alors et 
termine la preuve. □ 

3.4 La structure de pylonet en termes d'objets reduits 

Le theoreme 12.3.31 montre que la categorie Mod^-^ admet une structure riche. Le but de cette partie 

/ s 

est de la comprendre en termes d'objets T s t-reduits, e'est-a-dire sous l'equivalence de categories Red s t- On 
commence par un lemme tres simple qui nous sera utile a plusieurs reprises dans la suite. 



Lemme 3.4.1. Soit f : Ai — > Ai' un morphisme dans la categorie 'MocTg (resp. Mod^g ). On suppose que 
f est injectif et que Ai' est T qst -reduit (resp. T st -reduit) . Alors Ai Vest aussi. 

Demonstration. De la fonctorialite de Nil qs t (resp. Nil s t), on deduit que / envoie Nil qs t (.M ) sur Nil qs t(A^') = 
(resp. Nil st (Ai) sur Nil st (.M') = 0). Le lemme resulte alors de l'injectivite de /. □ 

Noyaux, images et conoyaux 

Considerons / : Ai — > Ai' un morphisme dans Red^f'. D'apres les axiomes (Ax2) et (Ax2*), / admet 
un noyau et un conoyau dans Red^^ que Ton note respectivement K. et C. II resulte facilement des diverses 

proprietes d'adjonction demontrees precedemment et du lemme 13.4.11 que /C et C se calculent explicitement 
comme suit : 

/C = Gen(kcr /) et C = Red st o Fil(coker /) (8) 

oii ker/ et coker/ sont respectivement le noyau et le conoyau de / au sens usuel. La formule pour le noyau est 
interessante car elle ne fait plus intervenir a aucun moment les representations galoisiennes ! Malheureusement, 
ce n'est pas le cas pour le conoyau puisque la formule que l'on obtient fait apparaitre le foncteur Red st dans 
la definition duquel intervient de fagon essentielle le foncteur T st . Malgre tout, avec un peu de pratique, il ne 
semble pas tres difficile d'avoir une intuition du resultat final et de le demontrcr a posteriori. Dans tous les 
cas, si le calcul pose vraiment un probleme, on a toujours comme recours l'utilisation de la dualitc. 

II n'est sans doute finalement pas anodin de remarquer que Ton dispose egalement d'une formule — qui 
plus est tres simple pour le calcul de l'image (c'est-a-dirc le noyau du conoyau) dans Rcd st 5' puisque celle-ci 
s'identifie a l'image usuelle. 

La relation d'ordre 

Soit T une F p -representation galoisiennc dans l'image essentielle de T st . D'apres le theoreme l2.3.3[ la fibre 
au-dessus de T (c'est-a-dire l'ensemble des Ai £ 'Mod^f dont 1' image par T st est T) a une structure de 
trcillis. Nous allons voir que ccllc-ci sc comprend immediatement en termes d'objets Tst-reduits. Le lemme 
suivant (tres facile) est la cle de cette comprehension. 

Lemme 3.4.2. Soit f : M. — » M! un morphisme dans la categorie 'Mod^ 5 (resp. 'Mod^-^j. On suppose 

I s /s 

Tqst(f) ( res P- T st(f)) surjectif. Alors Red qst (/) (resp. Red st (f)) est injectif. 

Demonstration. On peut bien sur supposer que Ai et M! sont T qst -reduits (resp T st -reduits) , et on veut alors 
montrer que /, lui-meme, est injectif. Soit x G ker /. Par hypothese, tout g S T qst (M) (resp. g S T st (M)) 
se factorise par / et done s'annule sur x. On en deduit que x S Nil qst (A^) (resp. x £ Nil st (A / ()) et done que 
x = comme souhaite. □ 

II resulte de ce lemme que tous les morphismes dans la categorie fibre Tt sont injectifs. Ainsi l'ordre que 
l'on cherche a decrire correspond simplement a l'inclusion naturelle sur les objets T st -reduits. On a en outre 
un petit rabiot qui montre en un certain sens qu'il n'y a pas de « trous ». 

Proposition 3.4.3. Soient Ai' C Ai" des objets de Red^j'^ . On note t l'inclusion de Ai' dans Ai" et on 
suppose que T st (t) est un isomorphisme. Soit Ai £ 'Mod^~ tel que M' C M C M". Alors M £ Red^ et 

/a /a 

les deux fleches deduites par fonctorialite : 

T st (M") — > T st (M) — > T st (M') 

sont des isomorphismes. 

Demonstration. Soit d la dimension sur W p de T = T st (Ai') ; e'est aussi le rang de Mod qs t(7W), d'ou on 
deduit que Ai' est engendre par au plus d elements. Comme par hypothese T st (Ai') ~ T st (Ai"), la meme 
conclusion vaut par Ai" . Etant donne que S est un anneau principal (non integre), on en deduit que Ai est 
lui aussi engendre par au plus d elements. En particulier, il est de type fini. D'autre part, le lemme 13.4.11 
entraine que Ai est T st -reduit. Ainsi, Ai est bien un objet de Red^~ . 

La composee des morphismes T st (Ai") — > T st (Ai) — > T st (Ai') est bijective car elle s'identifie a T st (t). 
Par ailleurs, la dimension (sur F p ) de T st (Ai) est egale au rang de Mod qst (A^) et done majoree par d. La 
proposition en resulte. □ 



Forts de ces resultats, il devient possible de decrire le calcul des bornes superieures et inferieures dans la 

fibre Fx- Donnons-nous pour cela M E Red^-f un objet maximal et posons T = T st (M). Soient egalement 

/ & 

Mi et M2 deux objets de Red^^ dont l'image par T st s'identifie a T. D'apres la definition des objets 

maximaux et le lemme l3.4.2[ Mi et M2 apparaissent commc des sous-objets de M. Dans ces conditions, 
la borne superieure de Mi et M2 s'identifie a leur somme dans M tandis que leur borne inferieure est 
Gen(Mi fl A^)- (La verification est immediate et laissee au lecteur.) On notera que ceci vaut encore pour 
n'importe quelle famille (Mi)i£i par necessairement finie. 

3.5 Une formule de reciprocity 

Nous avons vu que la restriction de T s t a Max^ est pleinement fidele. Ainsi, etant donnee une representation 

T dans l'image essentielle de T st , il y a un unique objet de Max^^f qui lui correspond. Nous montrons ci-apres 
qu'il est possible de retrouver cet objet par une formule explicite. 

Le foncteur M st 

Soit T une F p -representation de Gk- Le S- module Hom^c^] (T, A) herite des structures supplementaires 
de A, ce qui en fait un objet de la categorie 'Fil^-^. L'association 

T 1 ► M st (T) = Gen(Hom Fj)[GK] (T,i)) 

definit un foncteur contravariant M st : Rep Fjj (Gic) — * 'Mod^^. Pour M E 'Mod^ et T E Rep Fjj (Gi<-), on 
dispose en outre d'applications de bidualite 

a st (M) : M -» M st o T st (M) et fa(T) : T -> T st o M st (T) 

qui sont des morphismes respectivement dans 'Mod^~ et Rep Fp (Gx)- De plus, en deroulant les definitions, 
on obtient kera st (M) = Nil st (A4), tandis qu'une verification simple montre que T st (a B t(M)) o (3 st (T st (M)) = 
^T st (M) e * done que T Bt (M) apparait (via f3 s t(T st (M))) commc un facteur direct de T st o M st o T st (M). 

Lemme 3.5.1. Soit M un objet de Mod^.f. Posons T = T st (M) et M! = M st (T). Alors : 

{x £ M'/Vh E T, (3 st (T)(h)(x) = 0} 

est reduit a 0. 

Demonstration. C'est evident apres avoir remarque que les x E M' sont des morphismes (Gi<--equivariants) 
de T dans A et que f3 s t(T)(h)(x) n'est rien d'autre que x(h). □ 

Corollaire 3.5.2. Soit M E Mad*f. Alors M st o T st (M) est T st -reduit. 

Proposition 3.5.3. Soit T une ~¥ ^representation de dimension finie de Gk- Alors M st (T) est un S -module 
de type fini. 

Demonstration. Soit L une extension finie de K dont le groupe de Galois absolu, note Gl, agit trivialement 
sur T. Quitte a agrandir L, on peut supposer 7Ti E L. Les morphismes Gft-equivariants de T dans A prennent 
alors leurs valeurs dans A Gl , d'ou on deduit M st (T) — Gen(Homf p [Q K ](T, A Gl )). Une induction transfinie a 
partir de la definition de Gen montre directement l'inclusion 

M st (T) C Hom Fp[GK] (T,Gen(i G -)). 

Ainsi, puisque S est ncetherien, il suffit pour conclure de montrer que Gen(A Gh ) est de type fini sur S. Nous 
allons en fait montrer que Gerii(A GL ) est deja de type fini sur S. Soit a = ao + aiX + ■ ■ •+ari : |r E A Gl DFil r A. 
Ici, done, les a, sont a priori des elements de Fil r ~ l A a . Etant donne que Gj, n'agit pas sur X (on rappelle 
que l'on a suppose 7Ti E L), le fait que a E A Gl implique que chacun des <Zj est lui-meme fixe par G^. 
Soit Li une extension de L obtenue en ajoutant une racine p-ieme d'une uniformisante de L, et soit v p la 
valuation p-adique sur K normalisee par v p (p) = 1. D'apres les resultats de [20], on peut ecrire a, = 6j + c. 



avec bi £ Oi ll jp et u p (cj) ^ 1 — • derniere condition sur la valuation montre que Cj (et done aussi 

6i) est dans Fil r_l .Ao et que 4> r -i(ci) = 0. Ainsi trouve-t-on 

^.(o) = <MM + ^r-l(6l)y + • ■ ■ + 01 (&r-l) 7 777 + ^(&r)-T 

(r — lj! r! 

oii on rappelle que Y = ^ 1+X J — On en deduit que Geni(A GL ) est inclus dans le S- module engendre par 
les elements de la forme (f> r _i(b)Y l pour b £ O^/p et < i < r. Comme Ol 1 /p est de type fini sur Ok/p 
(puisque L\ est une extension finie de K), on a bien montre que Geni(A GL ) est de type fini sur S. □ 

La composee M st o T st 

Le corollaire 13.5.21 combine a la proposition 13.5.31 montre que la composee M s t oT s t definit un foncteur de 
Mod% N dans Red% N . 

jO j b 

Theoreme 3.5.4. Pour tout M G Mod, ~ , le morphisme 

a at {Max(M)) : Max{M) M st o T st (Max(M)) ~ M st o T st (M) 
est surjectif (et done induit un isomorphisme entre Red qs t o Max(Al) et M st o T st (A / l) ). 

Demonstration. Quitte a remplacer M. par Max(A^), on peut bien sur supposer que A4 est maximal. Notons 
T = T st (M), M' = M st {T), T = T st (M') et / : Red qst (7W) <^> M' le morphisme (injectif) induit par 
a s t(A4). II s'agit de montrer que / est un isomorphisme. 

On a vu que T apparait via /3 S %(T) comme une sous-representation (et meme un facteur direct) de T". Par 
ailleurs, le lemme [3 . 5 . 1 1 donne : 

{x £ Mod qst (A4') / Vh £ T, h[x) = 0} = Nil st (Mod qst (A4')) C uMod qst (A4') 

la derniere inclusion provenant du lemme [3.3.51 Le corollaire 12.2.71 entraine T = T', i.e. T st (f) est un isomor- 
phisme. Etant donne que M. est maximal, ceci implique l'existence d'un morphisme g : M 1 — > Rcd qs t(.M) 
tel que g a f = idg^ Par le lemme [3.4.21 g est injectif. II s'ensuit, comme annonce, que / est un 

isomorphisme. □ 

Remarque. Le theoreme donne une formule qui permet de retrouver Max(.M) a partir de T st (M). L'interet 
de disposer d'une telle formule est de pouvoir relever facilement au niveau de Max^-f^ des applications vivant 
a priori sur les representations galoisiennes. Par exemple, voici comment on peut l'utiliser pour donner une 
seconde preuve de la pleine fidelite de T Bt : Max^-* — > Rep Fp (G;<-)- Soient M et M' dans Max^ . Posons 
T = T st (M) et V =T Bt (M'). D'apres les theoremes [3X1] et [3Jl1 la composee : 

Kom Mod *, N (M,M') Hom Fp[GK] (T',T) Hom R . d +,„ (M st (T) , M st (T')) 

/s /s 

est un isomorphisme. On veut montrer que v est un isomorphisme, et pour cela il suffit de justifier que w est 
injective. Or, tout / £ ker w s'insere dans le diagramme commutatif suivant : 

T> — T st oM st (f) 



/ 



n 



T MT) - T st o M st (T) 

a partir duquel on deduit directement que / = en utilisant l'injectivite de [3 s t(T) (on rappelle que ce dernier 
morphisme admet T st (a s t(A / ()) pour retraction). 

Pour certaines applications meme, le theoreme 13.5.41 peut s'appliquer alors que la pleine fidelite ne sera a 
priori d'aucun secours. C'est typiquement ce qui se passe lorsque Ton souhaite relever des applications qui ne 
sont lineaires (mais par exemple semi-lineaires) , ou que Ton s'interesse a des representations dans des espaces 
vectoriels munis de structures supplementaires (par exemple une forme quadratique ou symplectique) . Nous 
verrons une application de cela en 14.21 



4 Complements 



4.1 Variante avec coefficients 

Dans la pratique, il arrive souvent que Ton ait besoin d'etudier les representations semi-stables, non pas 
a coefficients dans F p mais dans une extension finieU E de ¥ p . Une telle representation V peut egalement 
etre vue comme une F p -representation munie d'un morphisme d'anneaux E — > EndF p [g k ] {V)- On es t done 
amene a considerer la categorie Mod^^^ dont les objets sont les couples (M, v) ou M G Modt- et v : E — » 
End M A<t>,N(Ai) est un morphisme d'anneaux. Bien sur, la notation est justifiee par le fait que la donnee de v 

is _ 

equivaut a une structure de i?-espace vectoriel — et done de (S ®f p £ , )-modulqj — sur M. Toutefois, pour 
ce que nous voulons faire ici, la premiere description que nous avons donnee sera plus adaptee. 

On dispose bien entendu d'un foncteur oubli Oub^ : M.od ' 5 — > Mod,^, (M,is) h-> M. II est fidele et 



4>,N 

faisant agir E sur T st (A4) via A • x = T st {v(X))(x). 
Theoreme 4.1.1. La fibration T st £ est un pylonet (contravariant) additif et autodual. En outre, si G 

Mod fiL E ' on a •■ 

Max(A4, v) = (Max(TW), Max(u)) et Mm(M, v) = (Min(X), Min(i/)) 



conservatif. Par ailleurs, le foncteur T st se prolonge en T st % : Mod,- — > Rep B (Gi<-) obtenu simplement en 



ou Max(i/) : E — > End M d «,jv (Max(.M)), A t— > Max(i/(A)) fei rfe mime pour Mm(u)). 

° /s 

Demonstration. Le premier point ne pose aucune difficulte particuliere : on peut par exemple reprendre la 
demonstration de la section[2]en ajoutant Taction de E a chaque etape, ce que nous laissons au lecteur. Pour 
la seconde assertion, on remarque d'abord que T stj £;(Max(7W), Max(i/)) ~ T s ^e{-M,v). Ainsi, par definition 
des objets maximaux, on a un morphisme canonique / : (Max(TW), Max(v)) — > Max(.M,^) dans la categorie 
Modfg^. Le morphisme Oubfi(/) s'envoie sur un isomorphisme par T st et a pour source un objet maximal 

(de Mod^). O n en deduit que e'est un isomorphisme, et puis que e'est aussi le cas de / en utilisant la 
conservativite de Oub^. Le cas des objets minimaux se traite pareillement. □ 

Comme pour Mod^f, on note Max ' ' N = MaxfMod^ ) et MhA w = MinfMod '^ ). 

^ /S ' /S®E y /S®E J /S®E v /S0E J 

Theoreme 4.1.2. La restriction de T st ,E o, Max^^ E (resp. Min^g^J es ^ pleinement fidele et son image 
essentielle est stable par sous-objets et quotients. 

Demonstration. La pleine fidelite est une consequence directe du theoreme l2.4.1l et de la formule Max( M. , v) = 
(Max(A / (), Max(i/)) (resp. Min(A^,^) = (Min(A^), Min(i/))). La stabilite decoule du resultat analogue pour 

Mod et de la pleine fidelite puisque cette derniere permet de relever Taction de E. □ 

/ * 

4.2 Passage a une extension finie, donnee de descente 

Dans ce paragraphe, on cherche a comprendre comment les categories precedentes (et les representations 
qu'elles produisent) se comportent lorsque Ton change le corps K. Pour cela, on fixe L une extension finie de 
K dont un note Ol Tanneau des entiers, £ le corps residuel et Gl le groupe de Galois absolu. On note Lo la 
plus grande extension non ramifiee (sur Q p ) contenue dans L ; elle s'identifie a W(-£)[l/p]. Soit = [L : Lo]. 

A cette situation, il est attache de nouvelles categories de modules definis sur Tanneau Sl = £[u]/u eLP . 
Afin d'eviter les confusions, nous indicerons dans la suite, les constantes, les categories et les foncteurs par 
les lettres K ou L selon qu'elles se referent au corps K ou L ; par exemple, nous noterons ejf et e^, t^k et Tl 
pour les uniformisantes choisies, Mod -^ et Modf^f, ou encore Tff_ s t et Ti_ st (pour ne pas confondre avec 

/Sk /Sl 

Tgt,E)- 



°Etant donne que Ton ne s'interesse qu'a des representations de dimension finie, il est toujours possible de faire cette hypothese 
9 On prendra garde au fait que le Frobenius sur S ®f„ E est bien l'elevation a la puissance p sur S, mais l'identite sur E ! 



Cas d'une extension non ramifiee 



On suppose d'abord que L/K est non ramifiee. L'uniformisante tt £ Ok reste une uniformisante de L 
dont le polynome minimal sur L est encore E{u). On a done ex = £l et on note a nouveau e cette valeur 
commune. L'extension des scalaires de k a I definit un foncteur fidele Modf^ — > Mod,/^ et on verifie 

/OK I OL 

directement que pour M £ Mod; 3 , la fleche naturelle Tjc-atiM) — > Tj,_ st (.M ®fc est un isomorphisme 
G^-equivariant. 

Proposition 4.2.1. On se donne L une extension non ramifiee rfe if. Soii E une extension finie de ¥ p . Soit 
T une E -representation de Gk- On suppose que la restriction de T a Gl est dans T , £_ st (Mod^g V \^ E )- Alors 

T est dans TV-st (Mod; 'j? J). 

Demonstration. Par les proprietes de pleine fidelite, on se ramene facilement au cas « sans coefficients ». 
La cloture galoisienne M de L est encore une extension non ramifiee de K et la restriction de T a Gm 
provient d'un objet de Mod^g ^ E ; on peut done supposer que L/K est galoisienne. Soit Ml l'objet de 

Max,- associe a Tiq . On a une action naturelle de Gk sur Mj J . Bt (T) donnee par (o~f)(x) = o~f(o~~ 1 x), qui 
se factorise a travers Gal(L/K) ~ Ga\(£/k) puisque les / £ Mj,_ st (T) sont par definition G^-equivariants. 
Par ailleurs, la combinaison des theoremes l3.3.1l et 13.5.41 assure que Ml = Mod st (-Mz,_ st (T)). Ceci permet de 
remonter Taction de Ga\(£/k) a Ml- De la nullite de H 1 {G&\(£ / k) : GL er d(£)) (ou d est la dimension de T), 
on deduit _A/j^ al ( £ / fc ) tg, k £ ~ Ml- On pose alors Mk — M^ 31 ^^^ et on verifie a la main que l'isomorphisme 
T K . st (M K ) ^ T L - s t{M L ) = T est G^-equivariant. □ 



Cas d'une extension moderement ramifiee 

On suppose maintenant que l'extension L/K est totalement et moderement ramifiee. Notons n son degre ; 
il est premier avec p, et on fixe un entier m tel que mn = 1 (mod p) . On suppose de surcroit que K contient 
toutes les racines n-iemes de l'unit j^l Si ttk une uniformisante de Ok, le lemme de Hensel assure que L 
s'obtient en ajoutant a K une racine n-ieme de ttk- Cette racine n-ieme est en outre une uniformisante de L, 
et e'est elle que nous choisissons pour ttl- L'extension L/K est galoisienne et son groupe de Galois G&\(L/K) 
s'identifie au groupe des racines n-iemes de l'unite par l'application <r i— > . Soit encore tti.l une racine 
p-ieme de ttl- On pose tt^k = 7r™ L ; e'est bien une racine p-ieme de ttk ■ 

Nous notons uk (resp. ul) la variable intervenant dans les polynomes elements de Sk (resp Sl) et 
Ak = A (Xk) (resp. Al = A (Xl)) l'anneau de periodes associe. On dispose d'une inclusion Sk ^ Sl, 
uk i— > u\ qui fait de Sl un S^-module libre de rang n. On a egalement une fleche ipK,L ■ Ak — » Al 
defini comme l'unique application Arj-hneaire envoyant j^Xk) sur 7,((1 + Xl)" — 1) pour tout i ^ ; e'est 
un isomorphisme d'anneaux G^-equivariant d'inverse ipL,K defini comme l'unique application Ao-lineaire 
envoyant ji{Xi,) sur 7i((l + Xk)™ — 1) pour tout i ^ 0. Le diagramme suivant est commutatif : 




L'extension des scalaires de Sk a Sl definit de facon evidente un foncteur exact et fidele Mod % — > Mod % . 

/OK I Oh 

Proposition 4.2.2. Soit Mk £ Mod 1 *^ . Alors le morphisme 

I OK 

T K -st(M K ) -» T L . s t(M K ®s K f >- Wk,l ° /) ®§ K S L 

esi wn isomorphisme G L-equivariant. 

10 Quitte a remplacer K par une extension non ramifiee, cette hypothese est evidemment toujours satisfaite. Par ailleurs, 
comme cela a ete explique precedemment, le passage a une extension non ramifiee ne pose pas reellement probleme. 



Demonstration. On verifie directement la GL-equivariance et Tinjectivite du morphisme de la proposition. La 
surjectivite resulte alors de ce que les espaces de depart et d'arrivee sont des F p -espaces vectoriels de meme 
dimension (en l'occurrence le rang de Mk sur §k)- □ 

Nous souhaitons a present decrire les representations de Gk dont la restriction a Gl provient d'un objet 
de Mod^gf. Pour cela, on a besoin au prealable d'etendre Paction galoisienne sur Al a tout Gk- Ceci se 
fait tout simplement en utilisant l'isomorphisme ipL,K (qui est deja, rappelons-le, GL-equivariant). De facon 
concrete, Gk agit de fagon habituelle sur Aq et sur Xl par la formule 

V ni,K J 

valable pour tout a 6 Gk- En particulier, Taction de Gk sur n ' es t P as triviale, mais se fait via le 

caractere u : G&\(L/K) — > k* defini par 



w(cr) 



/ \ / \ — rn / 



ou ff e Gl releve a. La formule precedente a bien un sens car, d'une part, la valeur du membre de droite 
ne depend pas du releve choisi, et d'autre part, par definition de m, l'exposant 1 — nm est multiple de p, ce 
qui assure que uj prend ses valeurs dans le groupe des racines n-iemes de l'unite de K qui sont par hypothese 
toutes dans 0* K (et que Ton identifie ensuite aux racines n-iemes de l'unite de k* grace au lemme de Hensel). 
Ceci nous conduit a definir une action de G&\(L/ K) sur Sl en decretant qu'il agit trivialement sur k et par 
l'intermediaire de io sur ul- Le morphisme habituel Sl — > Al, ul <—»■ nry~ est alors Gi^-equivariant. 



Definition 4.2.3. Soit Ml un objet de Modf . Une donnee de descente (de L a K) sur Ml est une action 

/ &L 

semi-lineaire de Gal(L/K) sur Ml respectant FiVMl et commutant a <f> r et N. 

On note Mod*~ Ar,dd la categorie dont les objets sont la donnee de Mi 6 Mod"^ et d'une donnee de 
descente sur Ml- 

La categoric Mod^ JV,dd est additive et equipee d'une dualite obtenue en definissant sur Ml = Hom^ {Ml, Sl) 
une action de G&\(L/K) par la formule (af)(x) = af(a^ 1 x) (pour a e Gdl(L/K), f £ M V L et x e Ml)- 

En outre, si Ml G Modt'I*' , la G^-representation Tl-s^Ml) = Hom, Fil ^,N {Ml, Al) se prolonge natu- 

* bL /s L 
rellement a Gk par la meme formule que precedemment : o~f(x) — af(a x) ou d est l'image de tr dans 



G&\(L/K). On definit comme ceci un foncteur exact et fidele Mod ( ^~ JV ' dd — > Rep F (Gk) note encore Tj,. 



/Sl 



si- 



Theoreme 4.2.4. Le foncteur Ti_ st : Mod^ V ' dd — » Rep Fp (Gi<-) es£ pylonet additif et autodual. En outre, 
si Ml est un objet de Mod^~ JV,dd , I'action de Gal(L/K) s'etend d Max(jVfi) (resp. yVm(ML)) calcule dans 

/Sl 

Mod^-^ et en fait un objet de Mod^'^ r ' dd qui s 'identifie a M&x(Ml) ( resp. Min(A^L) ) calcule dans Mod^^ V ' dd . 

/ jl ' ' /Sl ' ' " foL 

De plus, les restrictions deTLst a Max(Mod^~ JV,dd ) et Min(Mod^ JV ' dd ) sont exactes et pleinement fideles, 

fOL /OL 

et leur image essentielle est stable par sous-objets et quotients. 

Demonstration. Elle est semblable a celle des theoremes 14.1.11 et 14.1.21 □ 

Remarque. Bien entendu, on peut aussi fabriquer des categories en administrant simultanement des donnees 
de descente et Taction de coefficients. Le theoreme precedent se generalise directement a cette situation 
composite. 



Quelques mots sur le cas general 

Lorsque Textension L/K est une extension galoisienne quelconque, les donnees de descente sur les objets 
de Mod^-^ ont ete definies dans [7], §5.6. Helas, dans cette situation plus generale, on ne peut en general 

/ Sl 

pas relever de fagon canonique Taction de Gdl(L/K) au niveau de Al — ni meme au niveau de Sl — car 
on ne dispose plus de l'isomorphisme ipK,L- H est alors necessaire de faire des choix arbitraires, ce qui impose 
de manipulcr toute une flopee de conditions de compatibilites pas vraiment agreables. Malgre tout, il est 
probable qu'il subsiste un enonce analogue a celui du theoreme 14. 2 .41 dans ce contexte plus general. 



4.3 Quotients de reseaux 



Nous nous interessons ici aux ^-representations qui peuvent s'ecrire comme un quotient (annule par p) 
de deux reseaux dans une W^(-E)[l/p]-representation semi-stable dont les poids de Hodge- Tate sont dans 
{0, . . . , r}. Pour expliquer le lien avec la theorie que nous avons developpee dans les pages precedentes, nous 
avons besoin dans un premier temps d'introduire la notion de module fortement divisible due a Breuil. 

Soit S le complete p-adique de l'enveloppe a puissances divisees (compatibles aux puissances divisees 
canoniques sur p) de W[u] par rapport au noyau de s : W[u] — > Ok, u i— > it. II est muni : 

- d'une nitration Fil'S 1 definie comme le complete p-adique de la nitration donnee par les puissances 
divisees ; 

- d'un Frobenius 4> : S — > S defini comme l'unique morphisme d'anneaux, continu pour la topologie 
p-adique, qui agit sur Kq comme le Frobenius et qui envoie u sur u p ; 

- d'un operateur de monodromie N : S — > S defini comme l'unique application continue TU-lineaire qui 
envoie u n sur —nu n . 

Pour i < p — 1 (et, done, en particulier pour i = r), on a </>(FiP.M) C p l Ai, ce qui permet de definir 
l'application 4>i — ■ Yif M. — > Ai. On remarque que le polynome minimal de it sur K , traditionnellement 
note E(u) est un polynome d'Eisenstein d'ou on deduit que (f>i(E(u)) est une unite de S. On dispose en outre 
d'un morphisme evident S — > S, u t— > u, ji(u e ) \— ► pour i > p. II permet de voir S comme une S*-algebre et 
se factorise par Si = S/pS. Un module fortement divisible est alors la donnee des points suivants : 

1. un S- module libre de rang fini A4 ; 

2. un sous-module Fil r A^ C M contenant Fil r 5 M ; 

3. un operateur 0-semi-lineaire <j) r : FiFjM — * M vcrfiant 

(Vs G S) {Vx G M) AM = Ms) ■ t^lv 

et dont l'image engendre exactement p r A4 ; 

4. un operateur TV : M. — > Ai verifiant : 

- (condition de Leibniz) N(sx) = sN(x) + N(s)x pour tout x G Ai et s G S ; 

- (transversalite de Griffith) E(u)N(FiVM) C FiVM ; 

- le diagramme suivant est commutatif : 

FiVM *- M 

E{u)N 4, x {E{u))N (9) 

Fi\ r M *- M 

On note Mod^^ la categorie des modules fortement divisibles, les morphismes etant naturellement les ap- 
plications S'-lineaires commutant aux structures supplementaires. On definit de meme la categorie 
en remplagant partout S par S± — S/pS. Une adaptation immediate de la proposition 2.2.2.1 de [2] montre 
que le fonction T : M ^ M ®Si S donne naissance a une equivalence de categories entre Mod^^ et Mod^^ 
dont un quasi-inverse est donne par la formule 

T- l (M) = Sx ® WMu]h r '' M 



u e Fi\ r M ' 

D'autre part, on dispose d'un foncteur T st : Modfj, — > Rep z ^(Gi<-) dont la definition est analogue a celle de 
T s t mais fait intervenir un anneau de periode plus complique que nous ne souhaitons pas decrire ici. Quoi qu'il 
en soit, dans [21], Liu a montre que f s t induit une anti-equivalente entre Mod^^ et la categorie des reseaux 
dans les representations semi-stables a poids de Hodge- Tate compris entre et r. Finalcment, on montre 
qu'un morphisme surjectif M — > Ai (avec Ai G Mod^^ et Ai G Modf^ ) induit une surjection T st (Ai) —* 
T st ° T(Ai) et done fait apparaitre T st o T(Ai) comme un quotient d'un reseau dans une representation 
semi- stable. 

Lemme 4.3.1. Soient Ai G Mod% , Ai G Mody^ . Notons pr : Ai —> T(Ai) la projection canonique. Soit 

f un morphisme S-lineaire Ai —> T(Ai) compatible aux structures additionnelles. Alors, il existe un unique 
morphisme S-lineaire et compatible aux structures addtionnelles g : Ai — » Ai tel que f = pr o g. De plus, g 
est surjectif si, et seulement si f Vest. 



Demonstration. L'unicite de g est facile et laissee au lecteur. Pour l'existence, on remarque d'abord que / 
passe au quotient pour definir un morphisme / : Ai (gi s S —> T(Ai) dans la categorie Mod*^. L'image de / 

par T _1 est alors un morphisme de AAjpAi dans Ai, qui compose avec la projection AA — > AA/pAA fournit un 
g adequat. Evidemment si g est surjectif, / Test aussi. Reciproquement si / est surjectif, g ®s W = / <S)s W 
l'est aussi, ce qui suffit a assurer la surjectivitie de g lui-meme. □ 

Remarque. On montre de meme qu'un morphisme / : AA — > Red st (T(.M)) se releve en une unique fleche 
g:M^M. 

Tout cela nous conduit a poser la definition suivante : 

Definition 4.3.2. On note Mod^g^g la sous-categorie pleine de Mod^g^ formee des objets {AA, v) pour 

lesquels il existe un module fortement divisible Ai, un morphisme de Z p -algebres v : W(E) — > End Mod ^,w (Ai) 

et un morphisme surjectif S*-lineaire compatible a toutes les structures / : Ai — > AA tels que pour tout 
A 6 W(E), z)(A) stabilise kcr / et induise sur AA I'application v(X) ou A est la reduction de A modulo p. 

Lemme 4.3.3. Soient Ai € Modf^, AA G Mod^^ et f : A4 — > A4 un morphisme surjectif compatible a 
Fil r et 4> r . Alors le morphisme FiFyVf — > FiFjM induit par f est surjectif. 

Demonstration. Soit T = /(Fil r A^). De la surjectivite de /, on deduit que le module engendre par 4> r (J-') est 
Ai tout entier. L'isomorphisme 

Sl ®^Mu]/ue u e FirM+m P SlM ~ S * ®WMu]/u° u e Fil r T{M) ~^ M 

montre alors que Fil'X = T + u e Fi\ r M + Fil p S 1 M. Or on a FQPSiM C FiTSiM = (f) r (FU r SM) C F, cc 
qui donne FiF^M = J 7 +u e Fil r Ai. La conclusion s'ensuit facilement en remarquant que la suite des puissances 
de u e (dans Si) s'annule a partir d'un certain rang (en l'occurrence u ep ). □ 

Theoreme 4.3.4. La restriction de T st a Mod^^^ est un pylonet additif et autodual. 

Demonstration. II faut verifier les axiomes (Axl), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) et (Ax5). Eventuel- 
lement en utilisant les enonces analogues pour le foncteur T st defini sur la categorie Mod^^ tout entiere, on 

etablit facilement (Axl), (Ax3b) et (Ax5). L'axiome (Ax3a) ne pose pas non plus veritablement probleme : 
en reprenant les notations de la demonstration de la proposition 12.3.21 il suffit de montrer que si A4i et AAi 
sont dans Modyg^, alors il en est de meme de Ai', ce qui est clair puisque Ai' est defini comme un quotient 
de A4i © AA.2- La verification de (Ax2) est, elle aussi, tres simple : il suffit de justifier que si / : A4 — > Ai' 
est un morphisme dans Mod^j^, alors Ai" = coker / (calcule dans Mod^^ B ) est dans Mod^^^, et pour 

cela, d'apres le lemme Ff.3.11 il suffit d'etablir la surjectivite de g : AA' — > AA" ... qui resulte directement de la 
construction. 

II ne reste finalement qu'a verifier ( Ax4) . On suppose pour simplifier que E — F p , le cas general s'obtenant 
de la meme fagon en ajoutant Taction de E ou de W(E) a chaque etape. Soit Ai <E Mod^. Par hypothese, 

il existe Ai € Modt'^ muni d'un morphisme surjectif / : Ai — > Ad. Par le lemme H.3.II celui-ci se releve en 

un morphisme surjectif g : AA — > T~ 1 (Ai) et par le lemme [4.3.31 g induit aussi une surjection au niveau des 
Fil r . En utilisant les equivalences de categories donnees par les theoremes 2.2.1 et 2.3.1 de [13], on montre 
aisement que AA.' = kcr g est encore un objet de Mod^^. Ainsi on obtient une suite exacte — » Ai' — * Ai — > 
T~ 1 (Ai) — > qui induit egalement une suite exactement au niveau des Fil r . Le lemme V.3.4.1 de [9] montre 
alors l'existence d'une nouvelle suite exact^ : 

-> M* -> Ai'* -» T~ 1 (M*) -> 

a partir de laquelle on obtient le morphisme surjectif que Ton cherchait. □ 



'Dans loc. cit., on utilise la notation « V » a la place de « * ». 



Notons Max s et Min s les endofoncteurs de Mody^^, qui decoulent du theoreme precedent. Notez bien 

que si M. est dans Mod^g^, c'est aussi un objet de Mod^g^ g auquel on peut done appliquer les deux 

foncteurs Max et Max st . Je ne sais pas si ces foncteurs coincident en general, et c'est la raison pour laquelle je 
prefere introduire deux notations distinctes. Definissons egalement Max^^ (resp. comme l'image 

essentielle de Max st (resp. Min st ). 

Theoreme 4.3.5. La restriction de T st a Maxv^^, (resp. M&x s ^^ E ) est pleinement fidele et son image 
essentielle est stable par sous-objets et quotients. 

Demonstration. On ne traite que le cas des objets maximaux, l'autre s'obtenant par dualtite. La fidelite ne 
pose aucun probleme. Soient M et M' des objets de M&x s ,g^ E et / : T st ,E{M') —> T sti E(M) une application 
Gif-equivariante. Par le theoreme l4.1.2l / provient d'un morphisme g : Max(A^) — ► Max(Ai'). Par ailleurs, 
par le lemme l3~.4.2l Red st (Max st (A / ()) et Red st (Max st (A^')) apparaissent respectivement comme des sous- 
modules de Red st (Max(A^)) et Red st (Max(A / l')). Pour etablir la pleine fidelite, il suffit de montrer que 
Red st ((?) envoie Red st o Max st (.M) sur Red st o Max st (.M')- Considerons M et M! des modules fortement 
divisibles munis de surjections h : M — » Red st oMax st (.M) et h' : M! — > Red st oMax st (.M') et attardons-nous 
sur le morphisme 

(Redst (ff) ° h) © ti : M © M' -> Red st o Max(M'). 

Soit M" son image. Par la proposition ^. 4. 31 T st ^ E {M") ~ T sty E Max st (M) (la compatibility a Taction de E 
venant de la fonctorialite), et done par maximalite de Max st (.A/f'), on obtient M." C Red qst oMax st (.M'). Ceci 
entrainc Red qst (g) o h{M) C Red qst o Ma,x st (M'), i.e. Red qst (5)(Red qst o Max st (X)) C Red qst o Max st (M') 
comme voulu. 

Lorsque E = ¥ p , la stabilite par sous-objets decoule directement de la proposition 12 . 2 . 5l La stabilite par 
quotients s'obtient par dualite, tandis que le cas des coefficients quelconques se fait en relevant Taction de E 
grace a la pleine fidelite. □ 



Representations cristallines 

On peut egalement s'interesser aux reseaux a Tinterieur de representations cristallines plutot que semi- 
stables ; au niveau des modules fortement divisibles, ceci correspond a TV = (mod uS + Fi\ p S), e'est-a-dire 
N(M) C (uS + Fil p S)Ai. En realite, on peut legerement simplifier cette condition comme Taffirme le lemme 
suivant. 

Lemme 4.3.6. Soit M un module fortement divisible tel que N(M) C (uS + F'\\ P S)M. Alors N(M) C uM. 

Demonstration. Le diagramme (j9]) montre que N o /p r (Fi\ r A4) est inclus dans 4> r (Fil r M). Pour estimer ce 
dernier, on utilise la proposition 4.1.2 de [21] qui assure Texistence de x%, . . . , Xd 6 Fil r .M tels que 

• FiVM. est engendre par les xi et Fil p 5 M ; 

• les ei = (j) r (xi) forment une base de M. ; 

• les E(u) r ei s'expriment comme une combinaison lineaire a coefficients dans S des x%. 
Ainsi, en definissant 

T = I E ai 7~T~17' a i e ^M, I™ <k = o\ 

on a Tinclusion Fil r A4 C Tx\ + • ■ • + Tx r (ou tout est vu par exemple dans M. ®s -Ko[M])- Par suite, 
</> r (FirA4) est contenu dans le (/>(T)-module engendre par les e^. 

Montrons que 4>(T)r\(uS +Fil p S) C uS. On considere pour cela un element x dans Tintersection precedente, 

et on souhaite montrer qu'il est dans uS. On peut ecrire x = (j)(y) avec y = X)i>o ai (i+r)\ ou ai ^ W[u] 

converge vers 0. En regardant modulo uS + FiF5, on obtient ^2 i>0 fli(0) n^py — 0, puis 

x = 2>(°0 — +2^[^( a O-0K(o))] f . , v 



Etant donne que u — et meme a vrai dire u p — divise 4>(E(u)) — (f>(E(0)) et (f>(a,i) — 4>(a,i(0)), il suffit de justifier 
que ^^[^t^j^y ^ G S pour tous entiers s et t. Le numerateur de cette derniere fraction est manifest ement 
divisible par p s+t . De plus, 

p s+t \ s + t + r + 1 p-2, , r + l r + 1 

1 >s + t = - — -(s + i) - > ->-l 



(s + t + r+iy.J p-1 p-1 p-l p-l 

d'ou on deduit que ( s+ P + r+1 ^ G W C S. Au final, ^^jp^jmr^ € 5 comme voulu. 

On conclut maintenant la prcuve du lemme comme suit. Par ce qui precede, on a N o <j) r (Fil r M.) C u.M, 
et done en particulier N(ei) G uM pour tout i G {1, . . . ,Xd}- Par ailleurs, on verifie tout de suite que pour 
tout s € S, N(s) est divisible par u. Ainsi iV(sej) = N(s)ei + sN(ei) est lui aussi multiple de w. La valeur de 
N sur n'importe quelle combinaison lineaire des ej est done multiple de u. Comme les e, forment une base 
de 5, on a bien demontre que N{M) C M. □ 

On peut alors adapter la definition 14.3.21 dans ce contexte : 

Definition 4.3.7. On note ModJ^ E la sous-categorie pleine de M.odt^ E formee des objets (M.,v) pour 

lesquels il existe un module fortement divisible M. avec N(Ai) C uA4, un morphisme de Z p -algebres v : 
W(E) — > End Mod *,w {M) et un morphisme surjectif S'-lineaire compatible a toutes les structures / : M. — > 

tels que pour tout A £ W^is 1 ), v(X) stabilise ker / et induise sur M. l'application v(X) oil A est la reduction 
de A modulo p. 

Theoreme 4.3.8. La restriction de T st a Mody^ s est un pylonet additif et autodual. La restriction de 
T st a la categorie des objets maximaux (resp. minimaux) correspondants est pleinement fidele et son image 
essentielle est stable par sous-objets et quotients. 

Demonstration. C'est la meme que dans le cas semi-stable. □ 

De facjon similaire, on peut considerer la sous-categorie pleine de Mod^^ comprenant les objets M. pour 

lesquels N{M.) C uA4 (sans demander, done, qu'il existe un relevement sous forme de module fortement 
divisible). Par les memes methodes, on a encore un theoreme analogue dans cette derniere situation. 

4.4 Objets simples 

On suppose dans cette sous-section er ^ p — 1 (le cas er < p — 1 a deja ete etudie dans [10]). On note 
K m C K l'extension maximale non ramifiee de K. Son corps residuel s'identifie a une cloture algebrique de 
k, notcc k. Pour tout entier d, on note ¥ p d l'unique sous-corps de k de cardinal p d . On fixe par ailleurs E une 
extension finie de ¥ p de degre h, ainsi qu'un isomorphisme r : E — > ¥ p h . Dans la suite, on supposera toujours 
que l'image de r est incluse dans k et on utiliscra cette hypothese pour identifier E k xm sous-corps de k. 

Soit IZh l'ensemble des classes d'equivalence d'elements de Z( p ) (le localise de Z en p) pour la relation 
d'equivalence suivante : a ~ b si, et seulement s'il existe un entier n tel que a = p hn b (mod Z). Via l'ecriture 
en base p, les elements de IZh s'identifient a l'ensemble des suites (a*) periodiques (depuis le debut) d'entiers 
compris entre et p — 1 oil on a identifie la suite (cij) a la suite (aj+h), et ou on a ote la suite constante egale 
a p — 1 . A tout a € IZh, on associe un objet (M.(a), v a ) de Max^ 7 ^ defini comme suit. On choisit (<Zj) une 



suite periodique qui represente a, on note d sa plus petite periode, dh = Ppcm(cZ, h) et on definit : 

• M(a) = ieZ/dfeZ S ■ e 4 ; 

. FirA4(a)=E ieW 5-« ei - a 'e i; 
. r (u CT ^ ei ) = (-l) r e i+1 ; 

• N{ ei ) = 0; 

• Vo(A)(ei) = X pt a (XeEck). 

A partir de la proposition 3.6.7 de [T3], on montre facilement que Ai(a) est un objet de Max^-^^,. De plus, 

on verifie sans mal qu'il ne depend pas (a isomorphisme pres) du choix du representant (aj). 

On peut en outre determiner la restriction au groupe d'inertie, note Lk, de la representation galoisienne 
associee a IZh- Pour cela, on a tout d'abord besoin de rappeler la definition des caracteres fondamentaux de 
Serre. Pour tout entier d, on definit 8d ■ Ik — * fJ> p d_x(K) ~ F* d , g t— > l'isomorphisme entre n p d_ 1 (K) et 

F* d etant induit par la reduction modulo Pideal maximal. (On rappelle que ird une racine p d -ieme fixee de 7r.) 



Proposition 4.4.1. Soient a G IZh, ifli) une suite periodique representant a et d sa plus petite periode. 
Alors, en tant que E -representation de Ik ■' 

T st MM(a),v a ) = W pd (e a d a+pd ~ W+ - +pa ^) ® ¥pdnE E 

oil ¥ p d(tp) designe la ¥ p d -representation de Gk de dimension 1 oil V action se fait par le caractere ip. 

Demonstration. Elle est semblable a celle du theoreme 5.2.2 de |10j ; nous nous contentons done de renvoyer a 
cette reference. On prendra toutefois garde au twist qui apparait dans la definition de Aq qui n'est pas discute 
avec beaucoup d'attention dans loc. cit., et peut facilement etre source d'erreurs dans les calculs (l'erreur se 
manifestant le plus souvent par un decalage d'indice dans l'exposant de 9d)- □ 

Corollaire 4.4.2. On suppose er p — 1 et k algebriquement clos. Les objets simples de M&x^~^ E sont 
exactement les M(a), a G IZh- De plus, Us sont deux a deux non isomorphes. 

Demonstration. Les arguments des paragraphes 1.6 et 1.7 de [23] montrent que les .©-representations irreduc- 
tibles de Gk = Ik sont exactement les T stt E(-M(a), v a ) et qu'elles sont deux a deux non isomorphes. Le 
corollaire provient alors de la pleine fidelite de T st e '■ Max^ — > Rep B (Gi<-) (theoreme l4.1.2p . □ 
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